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แรงกของผลคูณตรงของสองกรุปสมมาตร 
Rank of a Direct Product of Two Symmetric Groups 

วรเชษฐ สมมะณี* 
Worachead Sommanee 

 
บทคัดยอ 

 

กําหนดให  𝑆𝑆𝑛𝑛  เปนกรุปสมมาตรบนเซต 𝑋𝑋𝑛𝑛 = {1,2, . . . ,𝑛𝑛}        เราทราบดีวา

แรงกของกรุป 𝑆𝑆𝑛𝑛 เทากับ 1  ถา 𝑛𝑛 ≤ 2  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛 มีแรงกเทากับ 2  เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 3   ให 𝑋𝑋𝑚𝑚 =
{1,2, . . . ,𝑚𝑚}  และ 𝑆𝑆𝑚𝑚  เปนกรุปสมมาตรบน 𝑋𝑋𝑚𝑚     ผลคณูตรง 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 เปนกรุปภายใตการ
ดําเนินการทวิภาคท่ีถูกกําหนดโดย 
(𝜎𝜎, 𝛿𝛿)(𝜎𝜎′,𝛿𝛿′) = (𝜎𝜎𝜎𝜎′, 𝛿𝛿𝛿𝛿′)  สําหรับทุก 𝜎𝜎,𝜎𝜎′ ∈ 𝑆𝑆𝑚𝑚 และ 𝛿𝛿, 𝛿𝛿′ ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 

ในบทความวิจัยน้ีเราจะคํานวณหาแรงกของผลคณูตรง 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 
 

คําสําคัญ : แรงก / กรุปสมมาตร    
 

ABSTRACT 
 

Let 𝑆𝑆𝑛𝑛 be the symmetric group on a set 𝑋𝑋𝑛𝑛 = {1,2, . . . ,𝑛𝑛}. It is known that the rank of 

the group 𝑆𝑆𝑛𝑛 is 1 if 𝑛𝑛 ≤ 2, and the rank of 𝑆𝑆𝑛𝑛 is equal to 2 if 𝑛𝑛 ≥ 3. Let 𝑋𝑋𝑚𝑚 =
{1,2, . . . ,𝑚𝑚} and 𝑆𝑆𝑚𝑚 be the symmetric group on 𝑋𝑋𝑚𝑚 .  The direct product 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 is a 
group under the binary operation, given by  
(𝜎𝜎, 𝛿𝛿)(𝜎𝜎′,𝛿𝛿′) = (𝜎𝜎𝜎𝜎′, 𝛿𝛿𝛿𝛿′)  for all 𝜎𝜎,𝜎𝜎′ ∈ 𝑆𝑆𝑚𝑚 and 𝛿𝛿, 𝛿𝛿′ ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛 . 

In this study, we compute the rank of 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 . 
 

Keywords :   Ranks / Symmetric groups 
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ความเปนมาและความสําคัญของปญหา  
กรุปการเรียงสับเปลี่ยน (permutation group) หรือ กรุปสมมาตร (symmetric group) เปนเรื่อง

สําคัญในการศึกษาทางดานคณิตศาสตร เชน ในทฤษฎีกาลัว (Galois theory)  ทฤษฎีบทไมแปรเปลี่ยน 
(invariant theory) และคณติศาสตรเชิงการจัด (combinatorics) เปนตน นอกจากน้ียังมีการศึกษาเก่ียวกับกรุ
ปการเรยีงสับเปลี่ยนของอิเล็กตรอน (electron permutation group) ซึ่งเปนสวนหน่ึงในสาขาวิชากลศาสตร
ควอนตัม (quantum mechanics) ของฟสิกส   โดยเฉพาะอยางยิ่งในทฤษฏีกรุป (group theory) เรามีทฤษฎี

บทของเคยเลย (Cayley’s theorem) ท่ีกลาวไววา ทุกกรุป 𝐺𝐺 จะสมสัณฐาน (isomorphic) กับกรุปยอยของ

กรุปการเรียงสับเปลี่ยนบนบางเซต 𝑋𝑋 ท่ีเหมาะสม  ดังน้ันหากเรารูสมบัติตางๆ ของกรุปการเรียงสับเปลีย่นหรือ
กรุปสมมาตรมากเทาใดก็จะยิ่งทําใหเรารูสมบัติตางๆ ของกรุปมากข้ึนเทาน้ัน 

 กําหนดให 𝐺𝐺 เปนกรุป (group) ใดๆ  แรงก (rank) ของ 𝐺𝐺 คือจํานวนสมาชิกท่ีนอยท่ีสุดของ 𝐺𝐺 ท่ีซึ่ง

สามารถกอกําเนิด (generate) 𝐺𝐺  กําหนดโดย 

rank(𝐺𝐺) = min{|𝐴𝐴| ∶ 𝐴𝐴 ⊆ 𝐺𝐺 และ 〈𝐴𝐴〉 = 𝐺𝐺} ให 𝑋𝑋𝑛𝑛 = {1,2, . . . ,𝑛𝑛}  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛  

เปนเซตของฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก 𝑋𝑋𝑛𝑛  ไปท่ัวถึง 𝑋𝑋𝑛𝑛  จะไดวา 𝑆𝑆𝑛𝑛 เปนกรุปภายใตการประกอบ 

(composition) ของฟงกชัน และเรียก 𝑆𝑆𝑛𝑛 วากรุปสมมาตรบนเซต 𝑋𝑋𝑛𝑛  (symmetric group on a set 𝑋𝑋𝑛𝑛 )  

ในกรณีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 เราจะไดวา 𝑆𝑆𝑛𝑛 สามารถกอกําเนิดโดยใชสมาชิกเพียง 2 ตัวเทาน้ันคือฟงกชัน 

�1 2 3   
2 1 3   

⋯ 𝑛𝑛
⋯ 𝑛𝑛�  และ  �1 2 3   

2 3 4   
⋯ 𝑛𝑛
⋯ 1� 

ดู [1, หนา 51]    ดังน้ัน rank(𝑆𝑆𝑛𝑛) = 2  เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 3     เราจึงเกิดปญหาวา อะไรคือจํานวนสมาชิกท่ี

นอยท่ีสุดท่ีสามารถกอกําเนิดกรุป 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛  เมื่อ 𝑆𝑆𝑚𝑚 เปนกรุปสมมาตรบน 𝑋𝑋𝑚𝑚  น่ันคือเราจะคํานวณหา 

rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
2.1 ศึกษา คนควางานวิจัยท่ีเก่ียวของ วามีบทความวิจัยท่ีเรากําลังสนใจถูกตีพิมพแลวหรือไม หรือมี

งานวิจัยใดท่ีสามารถนํามาใชในงานวิจัยของเราไดบาง 
2.2 ตั้งสมมติฐาน 
2.3 ทดสอบสมมติฐานโดยการศึกษาจากตัวอยาง 
2.4 พิสูจนสมมติฐาน 
2.5 สรุปเปนทฤษฎีบท 

 

ความรูพ้ืนฐาน 

กําหนดให 𝑋𝑋 เปนเซตท่ีไมเปนเซตวาง จะเรียกฟงกชัน 𝜎𝜎:𝑋𝑋 ⟶ 𝑋𝑋 วาการเรียงสบัเปลี่ยน

(permutation) ถา 𝜎𝜎 เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก 𝑋𝑋 ไปท่ัวถึง 𝑋𝑋    ให 𝐺𝐺(𝑋𝑋) เปนเซตของการเรียง

สับเปลี่ยนท้ังหมดบนเซต 𝑋𝑋    เราจะไดวา 𝐺𝐺(𝑋𝑋) เปนกรุปภายใตการประกอบของฟงกชัน 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔  และ

เรียก 𝐺𝐺(𝑋𝑋) วากรุปการเรยีงสับเปลี่ยน (permutation group) บนเซต 𝑋𝑋  ในกรณีท่ี 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 =
{1,2, . . . ,𝑛𝑛} เปนเซตจํากัด จะเขียนแทน 𝐺𝐺(𝑋𝑋) ดวย 𝑆𝑆𝑛𝑛  และเรยีก 𝑆𝑆𝑛𝑛 วาเปนกรุปสมมาตรบนเซต 

𝑋𝑋𝑛𝑛  (symmetric group on a set 𝑋𝑋𝑛𝑛 )   ซึ่งสมาชิกท้ังหมดของ 𝑆𝑆𝑛𝑛 มีจํานวนเทากับ 𝑛𝑛! 
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หมายเหตุ  1. สมาชิกเอกลักษณของ 𝐺𝐺(𝑋𝑋) คือฟงกชันเอกลักษณ (the identity function) และจะเขียน

แทนดวยสัญลักษณ 1𝑋𝑋   

   2. เพ่ือความสะดวกเราจะเขียน 𝑓𝑓𝑓𝑓  แทน 𝑓𝑓 ∘ 𝑓𝑓   

 กําหนดให 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎𝑟𝑟   เปนสมาชิกท่ีแตกตางกันใน 𝑋𝑋 เขียน (𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 ⋯  𝑎𝑎𝑟𝑟) แทนการ

เรียงสับเปลี่ยน 𝜎𝜎   ใน  𝐺𝐺(𝑋𝑋)   โดยท่ี  𝜎𝜎(𝑎𝑎1) = 𝑎𝑎2,  𝜎𝜎(𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎3, . . .  ,𝜎𝜎(𝑎𝑎𝑟𝑟−1) =
𝑎𝑎𝑟𝑟 ,   𝜎𝜎(𝑎𝑎𝑟𝑟) = 𝑎𝑎1 และ 𝜎𝜎(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎 ทุกๆ 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋 ท่ีซึ่ง 𝑎𝑎 ≠ 𝑎𝑎𝑖𝑖  (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟)   

ตัวอยาง 3.1 กําหนดให 𝑋𝑋3 = {1,2,3}  แลวสมาชิกท้ังหมดของ  𝑆𝑆3  ประกอบไปดวย 

          1𝑋𝑋 = � 1 2 3
1 2 3 � , � 1 2 3

1 3 2 � = (2  3), � 1 2 3
2 1 3 � =

(1  2),   
 

   � 1 2 3
2 3 1 � = (1  2  3), � 1 2 3

3 1 2 � = (1  3  2)  และ � 1 2 3
3 2 1 � =

(1  3) 
  

 กําหนดให  𝐺𝐺 เปนกรุป และ ∅ ≠ 𝐴𝐴 ⊆ 𝐺𝐺  นิยาม 

〈𝐴𝐴〉 = { 𝑎𝑎1
𝑘𝑘1𝑎𝑎2

𝑘𝑘2 ⋯𝑎𝑎𝑡𝑡
𝑘𝑘𝑡𝑡 ∶ 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎𝑡𝑡 ∈ 𝐴𝐴  และ  𝑘𝑘1,𝑘𝑘2, . . . , 𝑘𝑘𝑡𝑡 ∈ ℤ } 

แลว 〈𝐴𝐴〉 เปนกรุปยอยของ 𝐺𝐺 ท่ีกอกําเนิดโดยเซต 𝐴𝐴 (the subgroup of 𝐺𝐺 generated by 𝐴𝐴)  และเรียก

สมาชิกใน 𝐴𝐴 วาตัวกอกําเนิด (generators) ของก่ึงกรุปยอย 〈𝐴𝐴〉   ในกรณีท่ี 𝐴𝐴 = {𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . , 𝑎𝑎𝑛𝑛}  

เปนเซตจาํกัด จะเขียน 〈𝐴𝐴〉  แทนดวย  〈𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, . . . ,𝑎𝑎𝑛𝑛〉  ถา 𝐺𝐺 = 〈𝐴𝐴〉 แลวจะเรียก 𝐴𝐴 วาเปนเซต

กอกําเนิด (generating set) ของ 𝐺𝐺   โดยท่ัวไป 𝐺𝐺 เปนเซตกอกําเนิดของ 𝐺𝐺  

ตัวอยาง 3.2  (ℤ, +) เปนกรุป  จะเห็นวา (ℤ, +) = 〈1〉  เน่ืองจาก สําหรับแตละ 𝑎𝑎 ∈ ℤ   

ถา 𝑎𝑎 ≥ 1  เราสามารถเขียน  𝑎𝑎 = (1)1 + (1)1 + ⋯+ (1)1�����������������
𝑎𝑎 ตัว

 

ถา 𝑎𝑎 ≤ −1 แลวสามารถเขียน  𝑎𝑎 = (−1)1 + (−1)1 + ⋯+ (−1)1�������������������
|𝑎𝑎| ตัว

 

และ  ถา 𝑎𝑎 = 0 แลว  𝑎𝑎 = 0 = (0)1 

 ดังน้ันเราจะไดวา rank(ℤ) = 1 

 กําหนดให  𝐺𝐺 และ 𝐻𝐻 เปนกรุป  แลวผลคณูตรง (direct product) ของ 𝐺𝐺 และ 𝐻𝐻 คือเซต 

𝐺𝐺 × 𝐻𝐻 = {(𝑓𝑓,ℎ) ∶ 𝑓𝑓 ∈ 𝐺𝐺 และ ℎ ∈ 𝐻𝐻 } กับการดําเนินการทวิภาค (binary operation) ท่ี
กําหนดโดย 
(𝑓𝑓,ℎ)(𝑓𝑓′,ℎ′) = (𝑓𝑓𝑓𝑓′,ℎℎ′)   สําหรับทุก  𝑓𝑓,𝑓𝑓′ ∈ 𝐺𝐺 และ  ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻𝐻 

จะไดวา 𝐺𝐺 × 𝐻𝐻 เปนกรุปภายใตการดําเนินการดังกลาว 
 เรามีทฤษฎเีบ้ืองตนท่ีเก่ียวของกับแรงกของผลคูณตรง ดังตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 3.1  กําหนดให  𝐺𝐺 และ 𝐻𝐻 เปนกรุป  จะไดวา 

rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) ≤ rank(𝐺𝐺) + rank(𝐻𝐻) 
 การพิสูจน   กําหนดให 𝐺𝐺 = 〈𝐴𝐴〉 และ 𝐻𝐻 = 〈𝐵𝐵〉  โดยท่ี rank(𝐺𝐺) = |𝐴𝐴|    
 และ   rank(𝐻𝐻) = |𝐵𝐵|   เราสามารถแสดงไดโดยงายวา  
 

𝐺𝐺 × 𝐻𝐻 = 〈(𝐴𝐴 × {𝑒𝑒𝐻𝐻}) ∪ ({𝑒𝑒𝐺𝐺} × 𝐵𝐵)〉 
 ท่ีซึ่ง 𝑒𝑒𝐺𝐺  และ 𝑒𝑒𝐻𝐻 คือสมาชิกเอกลักษณของ 𝐺𝐺 และ 𝐻𝐻 ตามลําดบั   

 จึงไดวา  rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) ≤ |(𝐴𝐴 × {𝑒𝑒𝐻𝐻}) ∪ ({𝑒𝑒𝐺𝐺} × 𝐵𝐵)| 
 

                                             = |(𝐴𝐴 × {𝑒𝑒𝐻𝐻})| + |({𝑒𝑒𝐺𝐺} × 𝐵𝐵)| 
 

                                            = |𝐴𝐴| + |𝐵𝐵| 
 

                             = rank(𝐺𝐺) + rank(𝐻𝐻)                        ∎ 
ทฤษฎีบท 3.2  กําหนดให  𝐺𝐺 และ 𝐻𝐻 เปนกรุป  โดยท่ี rank(𝐺𝐺) และ rank(𝐻𝐻) เปนจํานวนจํากัด  
จะไดวา   

rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) ≥ max {rank(𝐺𝐺), rank(𝐻𝐻)} 
 

การพิสูจน   กําหนดให rank(𝐺𝐺) = 𝑘𝑘 ≥ rank(𝐻𝐻)   

 สมมติวา rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) < max{rank(𝐺𝐺), rank(𝐻𝐻)} = rank(𝐺𝐺) = 𝑘𝑘    

 ให 𝐺𝐺 × 𝐻𝐻 = 〈𝐴𝐴 × 𝐵𝐵〉  โดยท่ี rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) = |𝐴𝐴 × 𝐵𝐵| 
 เน่ืองจาก |𝐴𝐴||𝐵𝐵| = |𝐴𝐴 × 𝐵𝐵| < 𝑘𝑘 จะไดวา  |𝐴𝐴| < 𝑘𝑘 และ |𝐵𝐵| < 𝑘𝑘 

 เราสามารถแสดงไดโดยไมยากนักวา 𝐺𝐺 = 〈𝐴𝐴〉 
 ดังน้ัน  rank(𝐺𝐺) ≤ |𝐴𝐴| < 𝑘𝑘 = rank(𝐺𝐺)   ทําใหเกิดขอขัดแยง 

 เพราะฉะน้ัน จึงไดวา rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) ≥ max {rank(𝐺𝐺), rank(𝐻𝐻)} 

  ในทํานองเดียวกัน ถา rank(𝐺𝐺) < rank(𝐻𝐻)  ก็จะไดวา  

 rank(𝐺𝐺 × 𝐻𝐻) ≥ max {rank(𝐺𝐺), rank(𝐻𝐻)}  เชนกัน                           ∎ 
 บทตั้ง (lemma) ตอไปน้ี เปนบทตั้งท่ีสําคัญและจําเปนอยางยิ่งในบทความวิจัยน้ี 

บทต้ัง 3.3  [1, หนา 51] กําหนดให 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวา 

  (1)  𝑆𝑆𝑛𝑛 ถูกกอกําเนิดโดย (1  2)  และ (1  2  3 ⋯  𝑛𝑛)   

(2)  𝑆𝑆𝑛𝑛 ถูกกอกําเนิดโดย (1  2)  และ (2  3 ⋯  𝑛𝑛)   

   ดังน้ัน rank(𝑆𝑆𝑛𝑛) = 2   เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 3   

หมายเหตุ 1.  ถา 𝑛𝑛 = 1 แลวจะไดวา |𝑆𝑆1| = 1   ดังน้ัน  rank(𝑆𝑆1) = 1    

  2.  ถา 𝑛𝑛 = 2 แลว 𝑆𝑆2 = {1𝑋𝑋 , (1  2) } = 〈(1  2)〉 จึงไดวา rank(𝑆𝑆2) = 1     
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ผลการวิจัย  
 

ทฤษฏีบท  กําหนดให 𝑋𝑋𝑚𝑚 = {1,2, . . . ,𝑚𝑚} และ 𝑋𝑋𝑛𝑛 = {1,2, . . . ,𝑛𝑛}  แลว 

     (1)  rank(𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) = rank(𝑆𝑆𝑛𝑛)  และ  rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆1) =
rank(𝑆𝑆𝑚𝑚) 

                 

     (2)  ถา 𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 2  แลว  rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) = 2 

การพิสูจน 

 (1)  เราจะแสดงวา 𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛  สมสัณฐาน (isomorphic) กับ 𝑆𝑆𝑛𝑛  กําหนดให 

𝜙𝜙: 𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 → 𝑆𝑆𝑛𝑛  โดยท่ี  𝜙𝜙�(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎)� = 𝜎𝜎  สําหรับทุก  𝜎𝜎 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛   

เห็นไดชัดวา 𝜙𝜙 เปนฟงกชันหน่ึงตอหน่ึงจาก 𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 ไปท่ัวถึง 𝑆𝑆𝑛𝑛    กําหนดให  𝜎𝜎, 𝛿𝛿 ∈ 𝑆𝑆𝑛𝑛   
จะไดวา  

𝜙𝜙�(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎)(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿)� = 𝜙𝜙�(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝛿𝛿)� = 𝜎𝜎𝛿𝛿 = �(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎)�𝜙𝜙�(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿)� 

ดังน้ัน 𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 ≅ 𝑆𝑆𝑛𝑛  และทําใหไดวา  rank(𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) = rank(𝑆𝑆𝑛𝑛)   

  ในทํานองเดียวกันเราจะสามารถแสดงไดวา rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆1) = rank(𝑆𝑆𝑚𝑚) 

(2)  กําหนดให 𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 2  โดยท่ี 

  𝜎𝜎𝑚𝑚 = (1  2), 𝜏𝜏𝑚𝑚 = (1  2 ⋯  𝑚𝑚), 𝛿𝛿𝑚𝑚 = (2  3 ⋯  𝑚𝑚)เปนสมาชิกใน 

𝑆𝑆𝑚𝑚 
และ  𝜎𝜎𝑛𝑛 = (1  2), 𝜏𝜏𝑛𝑛 = (1  2 ⋯  𝑛𝑛), 𝛿𝛿𝑛𝑛 = (2  3 ⋯  𝑛𝑛)  เปนสมาชิกใน 

𝑆𝑆𝑛𝑛 
โดยบทตั้ง 3.3  จะไดวา  

𝑆𝑆𝑚𝑚 = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑚𝑚〉 = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑚𝑚〉  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝜏𝜏𝑛𝑛〉 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝛿𝛿𝑛𝑛〉  สําหรับ 𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥
3 
หมายเหตุ  1. (𝜏𝜏𝑚𝑚)𝑚𝑚 = (𝛿𝛿𝑚𝑚)𝑚𝑚−1 = 1𝑋𝑋𝑚𝑚  และ (𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛 = (𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1 = 1𝑋𝑋𝑛𝑛    

   2. (𝜎𝜎𝑚𝑚)𝑘𝑘 = �
   1𝑋𝑋𝑚𝑚    ถา  𝑘𝑘 เปนเลขคู

    𝜎𝜎𝑚𝑚     ถา  𝑘𝑘 เปนเลขคี่
    และ  

(𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑘𝑘 = �
   1𝑋𝑋𝑛𝑛    ถา 𝑘𝑘 เปนเลขคู

    𝜎𝜎𝑛𝑛      ถา  𝑘𝑘 เปนเลขคี่
 

พิจารณาแตละกรณีดังน้ี 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 = 2  หรือ 𝑚𝑚 = 2,𝑛𝑛 ≥ 3  หรือ 𝑚𝑚 ≥ 3,𝑛𝑛 = 2  หรือ 

𝑚𝑚 ≥ 3,𝑛𝑛 ≥ 3   
 กรณีท่ี 1   𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 = 2   

 เน่ืองจาก  𝑆𝑆𝑚𝑚 = 𝑆𝑆2 = �1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑚𝑚� = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚〉  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑆2 = �1𝑋𝑋𝑛𝑛 ,𝜎𝜎𝑛𝑛� =
〈𝜎𝜎𝑛𝑛〉     
เห็นไดชัดวา 
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𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = �(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  1𝑋𝑋𝑛𝑛), ( 1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚,  1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚,  𝜎𝜎𝑛𝑛)� 
 

                                       = 〈( 1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛), ( 𝜎𝜎𝑚𝑚,  1𝑋𝑋𝑛𝑛)〉  
 

โดยท่ี  〈( 1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 1𝑋𝑋𝑛𝑛)〉 = {( 1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 1𝑋𝑋𝑛𝑛)} ≠ 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 ,  

 
〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 = {(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛)2} = {(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,  𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 1𝑋𝑋𝑛𝑛)} ≠
𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 , 
 
〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)〉 = {(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)2} = {(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 1𝑋𝑋𝑛𝑛)} ≠
𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 , 
 

และ  〈(𝜎𝜎𝑚𝑚,  𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 = {(𝜎𝜎𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)2} = {(𝜎𝜎𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 1𝑋𝑋𝑛𝑛)} ≠
 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 
น่ันคือ  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛  ไมสามารถกอกําเนิดโดยสมาชิกเพียงตัวเดียวได  ดังน้ัน rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆2) = 2 

 กรณีท่ี 2   𝑚𝑚 = 2,𝑛𝑛 ≥ 3 

เน่ืองจาก  𝑆𝑆𝑚𝑚 = 𝑆𝑆2 = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚〉  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝜏𝜏𝑛𝑛〉 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝛿𝛿𝑛𝑛〉   
เห็นไดชัดวา  𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉   
และ  𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉   
โดยทฤษฎีบท 3.2 จะไดวา  

rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≥ max{rank(𝑆𝑆2), rank(𝑆𝑆𝑛𝑛)} = max{1,2} = 2 
ตอไปจะแสดงวา  rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≤ 2  โดยแบงพิจารณาเปน 2 กรณียอย ดังตอไปน้ี 

 กรณท่ีี 2.1  𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่  

  เราคาดวา  𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉   
เน่ืองจาก  (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛 = ((𝜎𝜎𝑚𝑚)𝑛𝑛, (𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)     

และ (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛+1 = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛) =
(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛) 

ดังน้ัน  �(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)� ⊆ 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉   
จึงไดวา 

 𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉 ⊆ 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉 ⊆
𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛   
เพราะฉะน้ัน   𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉   
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 กรณีท่ี 2.2  𝑛𝑛 เปนจํานวนคู  

  เราคาดวา  𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉   
เน่ืองจาก  (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1 = ((𝜎𝜎𝑚𝑚)𝑛𝑛−1, (𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)     

และ (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛 = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛) =
(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛) 

ดังน้ัน  �(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)� ⊆ 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉   
จึงไดวา 

 𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉 ⊆ 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉 ⊆
𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛   
 เพราะฉะน้ัน   𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉     
จากกรณีท่ี 2.1 และ 2.2  เราจะไดวา rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≤ 2   แต rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≥ 2 

จึงสามารถสรุปไดวา  rank(𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) = 2    

 กรณีท่ี 3   𝑚𝑚 ≥ 3,𝑛𝑛 = 2   

 สามารถแสดงไดในทํานองเดียวกันกับกรณีท่ี 2  ไดวา rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆2) = 2    

 กรณีท่ี 4   𝑚𝑚 ≥ 3,𝑛𝑛 ≥ 3   

เน่ืองจาก 𝑆𝑆𝑚𝑚 = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑚𝑚〉 = 〈𝜎𝜎𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑚𝑚〉  และ  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝜏𝜏𝑛𝑛〉 = 〈𝜎𝜎𝑛𝑛, 𝛿𝛿𝑛𝑛〉   
เห็นไดชัดวา 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉⋯ (1) 

    𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉  ⋯ (2) 

              𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝛿𝛿𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉  ⋯ (3) 

             𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝛿𝛿𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉  ⋯ (4) 

โดยท่ี  rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≥ max{rank(𝑆𝑆𝑚𝑚), rank(𝑆𝑆𝑛𝑛)} = max{2,2} = 2 

ตอไปจะแสดงวา  rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≤ 2  โดยแบงพิจารณาเปน 4 กรณียอย ดังตอไปน้ี 

 กรณีท่ี 4.1  𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี ่

 เราคาดวา  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉   
เน่ืองจาก     (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛 = ((𝜎𝜎𝑚𝑚)𝑛𝑛, (𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛) ,  

     (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛+1 = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛)𝑛𝑛(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛) =
(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛),   

      (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚 = ((𝜏𝜏𝑚𝑚)𝑚𝑚, (𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚) = (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛)  

และ     (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚+1 = (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚(𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛) = (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛)(𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛) =
(𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)   

ดังน้ัน  �(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)� ⊆ 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉   
โดยใชสมการ (1)  จะไดวา 
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  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝜏𝜏𝑛𝑛)〉 
     ⊆ 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 
                   ⊆ 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 
จึงไดวา  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉   

 กรณีท่ี 4.2  𝑚𝑚 เปนจํานวนคี่ และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู 

 เราคาดวา  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉   
เน่ืองจาก     (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1 = ((𝜎𝜎𝑚𝑚)𝑛𝑛−1, (𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛) ,  

     (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛 = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛)𝑛𝑛−1(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛) =
(1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛),   

      (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚 = (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛)   และ   (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑚𝑚+1 = (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛)   

ดังน้ัน  �(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)� ⊆ 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉   
โดยใชสมการ (2)  จะไดวา 

  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚, 1𝑋𝑋𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 ,𝜎𝜎𝑛𝑛), (1𝑋𝑋𝑚𝑚 , 𝛿𝛿𝑛𝑛)〉 
     ⊆ 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 
                   ⊆ 𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 
จึงไดวา  𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛), (𝜏𝜏𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 

 กรณีท่ี 4.3  𝑚𝑚 เปนจํานวนคู และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่  
โดยใชสมการ (3)  เราจะสามารถแสดงไดในทํานองเดียวกันกับกรณท่ีี 4.2  ไดวา 

𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝜏𝜏𝑛𝑛), (𝛿𝛿𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 
 กรณีท่ี 4.4  𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู 

โดยใชสมการ (4)  เราจะสามารถแสดงไดในทํานองเดียวกันกับกรณท่ีี 4.1  ไดวา 

𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 〈(𝜎𝜎𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝑛𝑛), (𝛿𝛿𝑚𝑚,𝜎𝜎𝑛𝑛)〉 
  จากกรณีท่ี 4.1 – 4.4   เราจะไดวา rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≤ 2   แต 

 rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) ≥ 2 จึงสามารถสรุปไดวา  rank(𝑆𝑆𝑚𝑚 × 𝑆𝑆𝑛𝑛) = 2              ∎ 
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