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ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y=z2 และ 11x+89y=z2 
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บทคัดย่อ 

ในบทความวิจัยนี้ผู้วิจัยได้พิสูจน์ว่าผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 และ 11x+89y = z2 เมื่อ x, y 
และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ คือ (x, y, z) คือ {(1, 0, 2), (1, 1, 10)} และ {(1, 1, 10)} ตามลำดับ 
 

ค าส าคัญ : สมการไดโอแฟนไทน์ / ผลเฉลยไม่เป็นจ านวนเต็มลบ          
 

ABSTRACT 
In this article, we prove that the solutions of the Diophantine equations 3 x +  9 7 y =  z2  and         
11 x + 89 y = z2 , where x, y and z are non – negative integers, are {(1 , 0 , 2 ) , (1 , 1 , 10) } and            
{(1, 1, 10)}, respectively. 
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บทน า 
นักวิจัยหลายท่านได้ให้ความสนใจในการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ในรูปแบบต่างๆ อาทิเช่น 

Sroysang (2014) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 143x+145y = z2 มีผลเฉลย (x, y, z) คือ (1,0,12) เมื่อ x, y 
และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ Robago (2016) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2x+17y = z2 มีผลเฉลย (x, y, z) 
คือ (3, 1, 5), (5, 1, 7), (6, 1, 9), (7, 3, 71) และ (9, 1, 23) เมื่อ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ Aggarwal, 
Sharma and Singhal (2020) แสดงได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 223x + 241y = z2 เมื่อ x, y และ z ไม่เป็น
จำนวนเต็มลบ จะไม่มีผลเฉลย และ Burshtein (2021) กล่าวว่าสมการไดโอแฟนไทน์ p4+qy = z4 และ             
p4-qy = z4 เมื่อ p และ q เป็นจำนวนเฉพาะที่ต่างกันจะไม่มีผลเฉลย นอกจากน้ัน Aggarwal and Kumar 
(2021) ได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ที่อยู่ในรูปแบบ (22m+1-1)+(6r+1)n = z2 เมื่อ m, n, r และz ไม่เป็น
จำนวนเต็มลบ ก็ไม่มีผลเฉลยเช่นเดียวกัน จากการทบทวนเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องพบว่ายังไม่มีนักวิจัยได้
ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ p2+q2 = z2 เมื่อ p และ q เป็นจำนวนเฉพาะ ซึ่ง p+q = 100 ผู้วิจัยจึงสนใจศึกษา
รูปแบบสมการดังกล่าว แต่ในบทความน้ีขอนำเสนอเพียง 2 สมการ ดังนี ้สมการแรกเพ่ือพิสูจน์ว่าสมการไดโอ
แฟนไทน์ 3x+97y = z2 มีผลเฉลย (x, y, z) คือ (1, 0, 2) และ    (1, 1, 10) เมื่อ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็ม
ลบ และสมการท่ีสองเพื่อพิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 11x+89y = z2 มีผลเฉลย (x, y, z) คือ  (1, 1, 10) เมื่อ 
x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ ส่วนสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 
 

วิธีด าเนินการวิจัย  
 การวิจัยนี้เร่ิมต้นจากการศึกษาแนวคิดและทฤษฎีที่เก่ียวข้องประกอบด้วยบทต้ัง ดังนี้  
 บทตั้งที่ 1 ข้อคาดการณ์ของคาร์ทาลาน (Catalan) กล่าวว่าสมการไดโอแฟนไทน์ ax - by = 1 เมื่อ a, 
b, x และ y เป็นจำนวนเต็มที่มากกว่า 1 จะมีผลเฉลยเพียงหน่ึงเดียวเท่านั้น คือ (a, b, x, y) = (3, 2, 2, 3)  
 พิสูจน์ ข้อคาดการณ์นี้ได้รับการพิสูจน์ โดย Paul Mihailescu (2004) 

 บทตั้งท่ี 2 สมการไดโอแฟนไทน์ 1+97y = z2 เมื่อ y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ จะไม่มีผลเฉลย 
 พิสูจน์ (การพิสูจน์โดยข้อขัดแย้ง) สมมติว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 1+97y = z2 ซึ่ง y และ z ไม่เป็น
จำนวนเต็มลบ เป็นผลเฉลยของสมการน้ี เมื่อจัดรูปสมการใหม่เป็น z2 – 972 = 1 โดยบทตั้งที่ 1 ซึ่งกล่าวมีผล
เฉลยเพียงหน่ึงเดียว จึงเกิดข้อขัดแย้ง   

 บทตั้งท่ี 3 สมการไดโอแฟนไทน์ 3x +1 = z2 เมื่อ x และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ มีผลเฉลยคือ (x, z) = 
(1, 2)  
 พิสูจน์ จากสมการไดโอแฟนไทน์ 3x +1 = z2 เมื่อ x และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ ถ้า x = 0 จะได้ว่า 
z2 = 2 และถ้า z = 0 จะได้ 3x = -1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ ดังนั้น จึงพิจารณา กรณีที่ x ≥ 1 และ z ≥ 1 ซึ่ง ถ้า x = 1 
จะได้  z = 2 ทำให้ได้ว่า (x, z) = (1, 2) เป็นผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x +1 = z2 แต่ถ้า x >1 ทำให้ z 
≥ 3 จากบทตั้งที่ 1 ทำให้ทราบว่าค่า x และ z ดังกล่าวจะไม่เป็นผลเฉลยของ 3x +1 = z2  ดังนั้น สรุปได้ว่า          
สมการไดโอ แฟนไทน์ 3x +1 = z2 มีผลเฉลยคือ (x, z) = (1, 2) 
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 บทตั้งท่ี 4 สมการไดโอแฟนไทน์ 1+89y = z2 เมื่อ y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ จะไม่มีผลเฉลย 
 พิสูจน์ (การพิสูจน์โดยข้อขัดแย้ง) สมมติว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 1+89y = z2 ซึ่ง y และ z ไม่เป็น
จำนวนเต็มลบ เป็นผลเฉลยของสมการน้ี เมื่อจัดรูปสมการใหม่เป็น z2 – 892 = 1 โดยบทตั้งที่ 1 ซึ่งกล่าวมีผล
เฉลยเพียงหน่ึงเดียว จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
 บทตั้งท่ี 5 สมการไดโอแฟนไทน์ 11x+1 = z2 เมื่อ x และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ จะไม่มีผลเฉลย 
 พิสูจน์ (การพิสูจน์โดยข้อขัดแย้ง) สมมติว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 11x+1 = z2 ซึ่ง x และ z ไม่เป็น
จำนวนเต็มลบ เป็นผลเฉลยของสมการน้ี เมื่อจัดรูปสมการใหม่เป็น z2 – 11x = 1 โดยบทตั้งที่ 1 ซึ่งกล่าวมีผล
เฉลยเพียงหน่ึงเดียว จึงเกิดข้อขัดแย้ง  
 

ผลการวิจัย  
 ในการวิจัยคร้ังนี้ผู้วิจัยได้แบ่งการวิจัยออกเป็นทฤษฎีบท 2 บท ดังได้กล่าวต่อไปนี้ 
 ทฤษฎีบทที่ 1 สมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 เมื่อ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ มีผลเฉลย คือ 
(x, y, z) = (1, 0, 2) และ (1, 1, 10)  
 พิสูจน์ กำหนดให้ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ และพิจารณากรณีจำนวนใดจำนวนหน่ึงในสาม
จำนวนนั้น ก็คือ x, y และ z เป็นศูนย์ น่ันคือจากสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 กรณีที่ z = 0 เห็นได้ชัดเจน
ว่าเป็นไปไม่ได้ และกรณีที่ x = 0 โดยบทต้ังที่ 2 ทำให้สมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 ไม่มีผลเฉลย ถ้า y = 0 
โดยบทต้ังที่ 3 สรุปได้ว่า (x, y, z) = (1, 0, 2) เป็นผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 จึงเป็นการ
เพียงพอท่ีจะพิจารณาผลเฉลย เม่ือ x ≥ 1, y ≥ 1 และ z ≥ 1 เนื่องจาก 3x+97y เป็นจำนวนคู่ ดังนั้น z2 เป็น
จำนวนคู่ด้วย จึงได้ว่า z เป็นจำนวนคู่ กำหนดให้ z = 2k สำหรับ k บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ เน่ืองจาก z2 

≡ 0 (mod4) และ 97y ≡ 1 (mod4) เป็นผลทำให้ได้ 3x ≡ 3 (mod4) ดังนั้น x เป็นจำนวนคี่ กำหนดให้ x = 
2m+1 สำหรับ m บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ ต่อไปจึงได้พิจารณา y ออกเป็น 2 กรณี ดังนี้ 
 กรณีที่ 1 กำหนดให้ y เป็นจำนวนคู่ ซึ่ง y = 2t สำหรับ t บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ   จาก 
3x+97y = z2 จะเขียนได้ในรูป z2 – 972t = 3x กำหนดให้ x = u+v และ โดยการไม่สูญเสียนัยทั่วไป ให้ u > v 
จะได้ว่า   (z - 97t)(z +97t) = 3u+v ผลท่ีตามมา 2(97t) =3u - 3v = 3v (3u - v - 1) เมื่อ v ≠ 0 เป็นไปไม่ได้ 
เพราะว่า ด้านซ้ายของสมการไม่มี 3 เป็นตัวประกอบ จึงเหลือกรณี เม่ือ v = 0 ทำให้ 2(97t) =  3x -1 แต่                      
2(97t) – 2 = 3x -1-2 จะได้ว่า 2(97t - 1) = 3(3x - 1 - 1) ทำให้ 3x - 1 - 1 = 2 และ 97t  - 1 = 3 ดังนั้น  x = 2 
เกิดข้อขัดแย้งท่ีว่า x เป็นจำนวนคี ่
 กรณีที่ 2 กำหนดให้ y เป็นจำนวนคี่ ซึ่ง y = 2t+1 สำหรับ t บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ จาก 
3x+97y = z2 จะเขียนได้ในรูป 32m+1+972t+1 = (2k)2 ดังนั้น 3(32m)+97(972t ) = 4k2 จะได้ว่า           
3(32m)+48(972t ) = 4k2 – 49(972t) ดังนั้น 3(32m + 16(972t )) = (2k – 7(97t)) (2k + 7(97t))  ผลที่ตามมา      
2k – 7(97t) = 3  และ 2k + 7(97t) = 32m + 16(972t )  ซึ่งเป็นไปได้เม่ือ t = 0 , k = 5 และ m = 0  ดังนั้น 
สมการไดโอแฟนไทน์ 3x+97y = z2 เมื่อ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มเป็นลบ มีผลเฉลยคือ (x, y, z) = (1, 1, 
10) 
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 ทฤษฎีบทที่ 2 สมการไดโอแฟนไทน์ 11x+89y = z2 เมื่อ x,y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มเป็นลบ มีผล
เฉลยคือ (x,y,z) = (1,1,10)  
 พิสูจน์ กำหนดให้ x,y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มเป็นลบ และพิจารณากรณีจำนวนใดจำนวนหน่ึงใน
สามจำนวนน้ัน ก็คือ x,y และ z เป็นศูนย์ นั่นคือ จากสมการไดโอแฟนไทน์ 11x+89y = z2 กรณีที่ z = 0 เห็นได้
ชัดเจนว่าเป็นไปไม่ได้ และกรณีที่ x = 0 โดยบทตั้งที่ 4 ทำให้สมการไดโอแฟนไทน์ 11x+89y = z2 ไม่มีผลเฉลย 
ถ้า y = 0 โดย   บทตั้งท่ี 5 สรุปได้สมการไดโอแฟนไทน์ 11x+89y = z2 ไม่มีผลเฉลย จึงเป็นการเพียงพอท่ีจะ
พิจารณาผลเฉลย เม่ือ x, y และ z ≥ 1 เนื่องจาก 11x+89y เป็นจำนวนคู่ ดังนั้น z2 เป็นจำนวนคู่ด้วย จึงได้ว่า z 

เป็นจำนวนคู่ กำหนดให้ z = 2k สำหรับ k บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ เน่ืองจาก เนื่องจาก z2 ≡ 0 (mod4) 

และ 89y ≡ 1 (mod4) เป็นผลทำให้ได้ 11x ≡ 3 (mod4) ดังนั้น x  เป็นจำนวนคี่ กำหนดให้ x = 2m+1 
สำหรับ m บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ ต่อไปจึงได้พิจารณา y ออกเป็น 2 กรณี ดังนี ้
 กรณีที่ 1 กำหนดให้ y เป็นจำนวนคู่ ซึ่ง y = 2t สำหรับ t บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ   จาก 
11x+89y = z2 จะเขียนได้ในรูป z2 – 892t = 11x กำหนดให้ x = u+v และ โดยการไม่สูญเสียนัยทั่วไป ให้ u > v 
จะได้ว่า (z - 89t)(z+89t) = 11u+v ผลท่ีตามมา 2(89t) =11u - 11v = 11v (11u - v - 1) เมื่อ v ≠ 0 เป็นไปไม่ได้ 
เพราะว่าด้านซ้ายของสมการไม่มี11เป็นตัวประกอบจึงเหลือกรณีเม่ือ v = 0 ทำให้ 2(89t) = 11x - 1=112m+1 - 

1 แต่ 2(89t)  ≡ 2 (mod5) หรือ 2(89t)  ≡ 3 (mod5)  และ 112m+1 - 1  ≡ 0 (mod5)  ซึ่งขัดแย้งกัน  
ดังนั้น 11x+89y = z2  จึงไม่มีผลเฉลย เม่ือ y เป็นจำนวนคู่ 
 กรณีที่ 2 กำหนดให้ y เป็นจำนวนคี่ ซึ่ง y = 2t+1 สำหรับ t บางตัวที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ จาก 
11x+89y = z2 จะเขียนได้ในรูป 112m+1+892t+1 = (2k)2 ดังนั้น 11(112m)+89(892t) = 4k2 ผลที่ตามมา 
11(112m)+88(892t) = 4k2-1(892t)  ดังนั้น 11(112m+8(892t )) = (2k+89t) (2k-89t)  ผลที่ตามมา 2k+89t  = 
11  และ 112m+8(89)2t = 2k-89t  ซึ่งเป็นไปได้เมื่อ t = 0, k = 5 และ m = 0  ดังนั้น สมการไดโอแฟนไทน์       
11x+89y = z2 เมื่อ x, y และ z ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ  มีผลเฉลยคือ (x, y, z) = (1, 1, 10) 
 

อภิปรายผลการวิจัย 
 สมการไดโอแฟนไทน์ในรูปแบบ px+qy = z2 เม่ือ p และ q เป็นจำนวนเฉพาะ จะมีผลเฉลยหรือไม่มีผล
เฉลยท่ีไม่เป็นจำนวนเต็มลบก็ได้ขึ้นอยู่ค่าของ p และ q เช่น 2x+2y = z2 มีผลเฉลย ได้แก ่(0, 3, 3), (1, 1, 2),    
(2, 5, 6), (3, 0, 3), (3, 3, 4), (4, 7, 12), (5, 2, 6), (5, 5, 8), (6, 9, 24), (7, 4, 12), (7, 7, 16), (8, 11, 48),    
(9, 6, 24), (9, 9, 32), (10, 13, 96), (11, 8, 48), (11, 11, 64) และ (13, 10, 96) แต่สมการ 223x+241y = z2 
ไม่มีผลเฉลยท่ีไม่เป็นจำนวนเต็มลบ ส่วนรูปแบบ px+qy = z2  เมื่อ p และ q เป็นจำนวนเฉพาะ ซ่ึง p+q = 100 
ที่เหลือ ได้แก่ 17x+83y = z2, 29x+71y = z2, 41x+59y = z2 และ 47x+53y = z2 ซึ่งมีผลเฉลยเหมือนกัน คือ         
(x, y, z) = (1, 1, 10) ไม่ได้นำเสนอในบทความนี้ เนื่องจากผู้วิจัยได้ทำแล้ว 
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