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สูตรการหาจํานวนต้นไม้แผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจักร
ปัฐยา มีสุข* และ นิรุตติÍ พิพรรธนจินดา
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Abstract

สาํหรับแต่ละ k ∈ Z+ และ G เป็นกราฟเชืÉอมโยงทีÉมีอนัดบั n จะเรียก G วา่เป็นกราฟ
k-วฏัจกัร ถา้G เป็นกราฟทีÉมีขนาดเป็นm = n+ k− 1 ในงานวจิยันีÊจะเป็นการหาสูตรของ
จาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัร ดว้ยการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของกราฟ k-วฏัจกัร
ทีÉแตกต่างกนั และการหาความสมัพนัธ์ของจาํนวนของตน้ไม้แผ่ทัÉวในกราฟ k-วฏัจกัร กบั
(k − 1)-วฏัจกัร
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1 บทนําและความรู้พืÊนฐาน
จากการศึกษาเอกสารทีÉเกีÉยวขอ้งจาก [3] พบวา่ การหาจาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉว ถูกคน้พบครัÊ งแรกโดย Carl wil-
helm Borchard ในปี ค.ศ. 1860 และพิสูจน์โดยการใชดี้เทอร์มิแนนท์ ต่อมาในปี ค.ศ. 1889 [4] Arthur Cay-
ley ไดข้ยายสูตรไปในหลายทิศทางโดยการใชดี้กรีของจุด แมว้า่เขาจะอา้งถึงเอกสารตน้ฉบบัของ Brochardt
แลว้แต่ชืÉอของ Cayley’s formula ก็กลายเป็นสูตรมาตรฐาน และจาก [1] ไดก้ล่าวไวว้า่มีการพิสูจน์ สูตรการ
หาตน้ไมข้องเคยเ์ลยไ์วม้ากมาย หนึÉงในนัÊนไดมี้การพิสูจน์โดยการใช้ Kirchhoff’s matrix tree theorem ซึÉง
เป็นผลงานของ Gustav Kirchhoff นกัฟิสิกส์ชาวเยอรมนั เป็นสูตรการหาจาํนวนของตน้ไมแ้ผ่ทัÉวในกราฟ
โดยการใชดี้เทอร์มิเนนท์ คือการนาํโคแฟคเตอร์ใด ๆ ของเมทริกซ์ทีÉไดจ้ากการลบเมทริกซ์ดีกรีดว้ยเมทริกซ์
ประชิดในกราฟ จะมีค่าเป็นจาํนวนลาเบลตน้ไมแ้ผท่ัÉวทีÉแตกต่างกนัทัÊงหมดในกราฟนัÊนๆ

ปัจจุบนัการศึกษาการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวยงัคงเป็นเรืÉองทีÉนกัคณิตศาสตร์ใหค้วามสนใจในการทาํ
วจิยั และมีบทความวจิยัดา้นนีÊออกมาอยา่งต่อเนืÉอง เช่น ในปี ค.ศ. 1990 [2] Moh’d Z. Abu-Sbeih ไดแ้นะนาํ
วธีิการแบบใหม่ในการหาจาํนวนของตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟบริบูรณ์Kn และ กราฟสองส่วนบริบูรณ์Km,n

ในปี ค.ศ. 2010 [9] Jianxi Li , Wai Chee Shiu และ An Chang ไดแ้สดงขอบเขตบนของจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉว
ของกราฟ โดยใช้อนัดบั ขนาด ดีกรีค่ามากทีÉสุด-นอ้ยทีÉสุด จาํนวนของคอนเนคติวิตีÊ และจาํนวนโครมาติค
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ของกราฟในการพิจารณา ในปี ค.ศ. 2014 [8] Jianxi Li และ Wai Chee Shiu ได้แสดงสูตรการหาจาํนวน
ตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ corona กบัการดาํเนินการการบวกของกราฟ นอกจากนีÊ สามารถศึกษาการหาขอบเขต
บนของจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟดว้ยวธีิต่าง ๆ ไดจ้ากเอกสารอา้งอิง [5, 6, 7] เป็นตน้

ความรู้พืÊนฐานทีÉ เกีÉยวกบัทฤษฎีกราฟและการหาจาํนวนตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ มีดงัต่อไปนีÊ เรียก
G วา่ เป็นกราฟ (gragh) เมืÉอ G เป็นคู่อนัดบัทีÉประกอบดว้ยเซตจาํนวนสองเซตทีÉ มีความสมัพนัธ์กนั คือ
G = (V (G), E(G)) โดยทีÉเซต V (G) จะเรียกวา่เซตของจุด (vertex set) ซึÉงเป็นเซตจาํกดัทีÉไม่เป็นเซตวา่ง
เรียก v ∈ V (G) วา่จุด (vertex) ของกราฟ G และ เซต E(G) จะเรียกวา่เซตของเส้น (edge set) ซึÉงเป็นเซต
ทีÉประกอบดว้ยเซตยอ่ยทีÉมีสองสมาชิกใน V (G) กล่าวคือ e ∈ E(G) เมืÉอ e = {u, v} สาํหรับบางสมาชิก
u, v ∈ V (G) นัÉนคือ E(G) ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V (G)} เรียกสมาชิก e ∈ E(G) วา่เส้น (edge) ของ
กราฟ G ถา้ e = {u, v} ∈ E(G) จะเขียนอยา่งง่ายเป็น e = uv ถา้ uv ∈ E(G) แลว้จะเรียกวา่ u ประชิด
(adjacent) กบั v การเขียนแผนภาพของกราฟอาจไม่จาํเป็นตอ้งกาํหนดชืÉอจุดกาํกบัไวก้ไ็ด้ ซึÉ งกรณีเหล่านีÊจะ
เป็นในกรณีทีÉเราจะพิจารณาทีÉเฉพาะโครงสร้างของกราฟไม่ไดพ้ิจารณาทีÉชืÉอจุดหรือเสน้แต่อยา่งใด สาํหรับ
กราฟทีÉมีการกาํหนดชืÉอจุดจะเรียกวา่เป็น ลาเบลกราฟ (labeled graph) ส่วนกราฟทีÉไม่มีการกาํหนดชืÉอจุดจะ
เรียกวา่ อนัลาเบลกราฟ (unlabeled graph)

เรียกจาํนวนจุดและจาํนวนเส้นในกราฟG วา่อนัดบั (order) และขนาด (size) ของกราฟG ตามลาํดบั
นัÉนคือ ถา้กราฟG มีอนัดบัคือ n และขนาดคือm จะได้
|V (G)| = n และ |E(G)| = m

สาํหรับกราฟ G = (V (G), E(G)) และกราฟH = (V (H), E(H)) แลว้จะเรียกกราฟH วา่เป็น
กราฟย่อยแผ่ทัÉว (spanning subgraph) ของกราฟG ถา้H เป็นกราฟยอ่ยของกราฟG ทีÉซึÉ ง V (H) = V (G)

ให้ G เป็นกราฟ โดยทีÉ e ∈ E(G) แลว้ G \ e จะหมายถึงกราฟยอ่ยแผ่ทัÉวของ G ทีÉได้จากการ
ลบเส้น e จากกราฟ G นัÉนคือ V (G \ e) = V (G) และ E(G \ e) = E(G) − {e} ทาํนองเดียวกนั ถา้
T = {e1, e2, . . . , et} ⊆ E(G) แลว้ G \ T จะหมายถึงกราฟยอ่ยแผ่ทัÉวของ G ทีÉได้จากการลบเส้น
e1, e2, . . . , et จากกราฟG

ถา้ u, v ∈ V (G) แลว้ วถิี u − v (u − v path) ทีÉมีความยาว (lengh) k ของกราฟ G จะหมายถึง
ลาํดบัจาํกดั (finite sequence) ของจุด u = v0, v1, . . . , vk = v ทีÉแตกต่างกนัในกราฟ G โดยทีÉแต่ละจุดใน
ลาํดบัทีÉติดกนั จะเป็นจุดประชิดกนั นัÉนคือ vivi+1 ∈ E(G) เมืÉอ 0 ≤ i ≤ k− 1 จะเรียกวถีิ u− v ทีÉมีความ
ยาวมากกวา่หรือเท่ากบั 3 วา่ วฏัจักร (cyclic) ถา้ u = v เรียกกราฟ G วา่ กราฟเชืÉอมโยง (connected graph)
ถา้แต่ละ u, v ∈ V (G) จะไดว้า่ G บรรจุวถีิ u − v และเรียกกราฟ G วา่ กราฟไม่เชืÉอมโยง (disconnected
graph) ถา้กราฟG ไม่เป็นกราฟเชืÉอมโยง

จะเรียกเสน้ e ∈ E(G) ในกราฟเชืÉอมโยง G วา่เป็น เส้นเชืÉอมตดั (bridge) ถา้ G \ e เป็นกราฟไม่
เชืÉอมโยง สาํหรับการเป็นเส้นเชืÉอมตดัของกราฟG อาจพิจารณาไดจ้ากบทตัÊงต่อไปนีÊ

Lemma 1.1. สาํหรับกราฟเชืÉอมโยง G จะไดว้า่เสน้ e ∈ E(G) จะเป็นเสน้เชืÉอมตดัในกราฟ G ก็ต่อเมืÉอ e

ไม่เป็นเสน้ทีÉอยูบ่นวฏัจกัรของกราฟG

จะเรียกกราฟ G วา่เป็น ต้นไม้ (tree) ถา้ G เป็นกราฟเชืÉอมโยงทีÉไม่บรรจุวฏัจกัร บทตัÊงต่อไปนีÊ จะ
แสดงเงืÉอนไขความพอเพียงต่อการเป็นตน้ไม้

Lemma 1.2. ให้G เป็นกราฟทีÉมีอนัดบั n และขนาดm ถา้G มีสมบติั 2 ขอ้ใด ๆ จาก 3 ขอ้ต่อไปนีÊ ไดแ้ก่
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(1) G เป็นกราฟเชืÉอมโยง
(2) G ไม่บรรจุวฏัจกัร
(3) m = n− 1

แลว้จะไดว้า่G จะเป็นตน้ไม้

ให้ G เป็นกราฟ จะเรียกกราฟยอ่ยแผ่ทัÉว T ของกราฟ G วา่เป็น ต้นไม้แผ่ทัÉว (spanning tree) ถา้ T
เป็นกราฟเชืÉอมโยงทีÉไม่บรรจุวฏัจกัร เห็นได้ชดัวา่ สาํหรับแต่ละกราฟเชืÉอมโยงใด ๆ จะบรรจุตน้ไมแ้ผ่ทัÉว
เสมอ กาํหนดสญัลกัษณ์ τ(G) แทนจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวทีÉแตกต่างกนัทัÊงหมดของกราฟG

Example 1.1. กาํหนดกราฟG ทีÉมีแผนภาพของกราฟดงัรูป

v2 v4

v1 v3

v5

Figure 1.1: แผนภาพของกราฟG กบัการหาตน้ไมแ้ผท่ัÉว

จะไดจ้าํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวในกราฟ G ทีÉแตกต่างกนัมีทัÊงหมด 4 กราฟยอ่ย นัÉนคือ τ(G) = 4 ดงัต่อ
ไปนีÊ
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Figure 1.2: แผนภาพของลาเบลตน้ไมแ้ผท่ัÉวในกราฟG
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การหาจาํนวนของตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของ 1-วฏัจกัร (unicyclic) จะหาได้โดยไม่ยาก เนืÉองจาก 1 - วฏัจกัร
เป็นกราฟทีÉบรรจุเพียง 1 วฏัจกัร แต่สาํหรับกราฟ 2-วฏัจกัร จะพิจารณาไดย้ากกวา่เพราะมีจาํนวน 2 วฏัจกัร
ในกราฟ ซึÉงจะมีรูปแบบมากกวา่ 1 แบบ ผูแ้ต่งจึงมีความสนใจทีÉจะหาจาํนวนของตน้ไมแ้ผท่ัÉวของ 2-วฏัจกัร
เพืÉอเป็นแนวทางในการขยายไปยงักราฟทีÉบรรจุวฏัจกัรมากกวา่ 2 วฏัจกัร เป็นตน้ไป

2 สูตรการหาจํานวนต้นไม้แผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจักร
สาํหรับเนืÊอหาในส่วนนีÊ จะแสดงการหาจาํนวนของตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัร โดยจะแบ่งเป็น 2
หวัขอ้ คือ (1) จาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั และ (2) จาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของกราฟ
2-วฏัจกัร

2.1 จํานวนต้นไม้แผ่ทัÉวของกราฟ k-วฏัจักรทีÉแตกต่างกนั
อนัดบัแรก จะกล่าวถึงบทนิยาม และสูตรการหาตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนัทีÉผูว้จิยัได้
ศึกษาซึÉงมีรายละเอียดดงันีÊ

Definition 2.1. ให้G เป็นกราฟเชืÉอมโยง จะเรียกกราฟ G วา่เป็น กราฟ k-วฏัจักรทีÉแตกต่างกนั (k-distinct
cyclic graph) ถา้G เป็นกราฟทีÉมีขนาดเป็นm = n+ k − 1 และบรรจุวฏัจกัรจาํนวน k ≥ 1 วฏัจกัรทีÉแตก
ต่างกนั นัÉนคือ ถา้ Ci และ Cj เป็น 2 วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนัในกราฟG แลว้ E(Ci) ∩ E(Cj) = ∅

Example 2.1. กราฟG ทีÉมีลกัษณะเป็น กราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั เมืÉอ k = 1, 2, 3

Figure 2.1: แผนภาพของกราฟ 1-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั

Figure 2.2: แผนภาพของกราฟ 2-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั
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Figure 2.3: แผนภาพของกราฟ 3-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั

Example 2.2. แผนภาพทัÉวไปของกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนัจะมีลกัษณะดงัรูปทีÉ 2.4

Ck C2

C1

· · ·

Figure 2.4: แผนภาพทัÉวไปของกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั

Theorem 2.1. ให้G เป็นกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนัทีÉมี Ci เป็นวฏัจกัรในกราฟ G เมืÉอ i = 1, 2, . . . , k

ถา้ |E(Ci)| = qi แลว้
τ(G) =

k∏
i=1

qi

Proof. กาํหนดให้G เป็นกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนัทีÉมีอนัดบั n และบรรจุวฏัจกัรทัÊงหมด k วฏัจกัร คือ
C1, C2, . . . , Ck โดยทีÉแต่ละวฏัจกัร Ci จะประกอบดว้ยจาํนวนเสน้ทัÊงหมด qi เสน้ เมืÉอ i ∈ {1, 2, . . . , k}

เนืÉองจาก G มีอนัดบั n จะไดว้า่ |E(G)| = n+ k − 1 ดงันัÊนถา้ T เป็นตน้ไมแ้ผท่ัÉวของ G แลว้ T
จะเป็นกราฟเชืÉอมโยงทีÉเกิดจากการลบเส้นจากG จาํนวน k เสน้

จากบทตัÊง 1.1 จะได้วา่ ถา้ e ̸∈ E(Ci) เมืÉอ i = 1, 2, . . . , k แลว้ G \ e จะเป็นกราฟไม่เชืÉอมโยง
และถา้ e1, e2 ∈ E(Ci) สาํหรับบาง i = 1, 2, . . . , k แลว้G \ {e1, e2} จะเป็นกราฟไม่เชืÉอมโยงดว้ย

นัÉนคือ การหาจาํนวนตน้ไมแ้ผ่ทัÉวบนกราฟ G จะเป็นจาํนวนวธีิการลบเสน้จาํนวน 1 เส้นของแต่ละ
วฏัจกัรของG
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ถา้ |E(Ci)| = qi ดงันัÊน จะมีจาํนวนวธีิ qi วธีิในการเลือกเส้นจาํนวน 1 เส้นจาก E(Ci)

เพราะวา่สาํหรับแต่ละ 2-วฏัจกัร Ci และ Cj ทีÉแตกต่างกนัในกราฟG จะได้E(Ci)∩E(Cj) = ∅
เพราะฉะนัÊน จาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวบนกราฟG คือ τ(G) = q1 × q2 × . . .× qk

2.2 จํานวนต้นไม้แผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจักร
สาํหรับเนืÊอหาในส่วนนีÊ จะเป็นการหาสูตรการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ k-วฏัจกัร
Definition 2.2. ให้G เป็นกราฟทีÉมีอนัดบั n จะเรียกกราฟ G วา่เป็น k-วฏัจักร (k-cyclic) เมืÉอ k ∈ Z+ ถา้
G เป็นกราฟเชืÉอมโยงและมีขนาดเป็นm = n+ k − 1

ในกรณีทีÉ k ∈ {1, 2, 3} การกาํหนดชืÉอเรียกในภาษาองักฤษจะแตกต่างกนัดงันีÊ
• กราฟ 1-วฏัจกัร เรียกวา่ unicyclic
• กราฟ 2-วฏัจกัร เรียกวา่ bicyclic
• กราฟ 3-วฏัจกัร เรียกวา่ tricyclic
จากทฤษฎีบท 2.1 จะไดจ้าํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ 1-วฏัจกัร ดงัต่อไปนีÊ

Corollary 2.1. ให้G เป็นกราฟ 1-วฏัจกัรทีÉมี C เป็นวฏัจกัรในกราฟG ถา้ |E(C)| = q แลว้ τ(G) = q

Proof. เห็นไดช้ดัจากทฤษฎีบท 2.1

นอกจากนีÊ สาํหรับกราฟ k-วฏัจกัร จะไดข้อบเขตของจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวดว้ยกราฟ (k− 1)-วฏัจกัร
โดยสาํหรับกราฟ G ทีÉเป็นกราฟ k-วฏัจกัรและมี C เป็นวฏัจกัรในกราฟ G ถา้ e เป็นเสน้ทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C
ของG เพียงวฏัจกัรดียว จะไดว้า่G′ = G \ e เป็นกราฟ (k − 1)-วฏัจกัร ทีÉมีจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวคือ τ(G′)

ถา้ C เป็นวฏัจกัรในกราฟ G ทีÉมี |E(C)| = q และ E(C) ∩ E(C ′) = ∅ เมืÉอ C ′ เป็นวฏัจกัรของ
G แลว้จะไดว้า่ qτ(G′) = τ(G)

ถา้ E(C) ∩E(C ′) ̸= ∅ สาํหรับบาง C ′ ทีÉเป็นวฏัจกัรของG จะไดว้า่G จะบรรจุตน้ไมแ้ผท่ัÉวทีÉไม่
ไดเ้กิดจากการลบเส้น e ∈ E(C) \ E(C ′) ไดด้งัรูปทีÉ 2.5

C C ′
e e1 e2

Figure 2.5: ตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟG ทีÉไม่ไดเ้กิดจากกราฟG′ = G \ e

ดงันัÊน ถา้ q เป็นจาํนวนเสน้ทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C เพียงวฏัจกัรเดียว แลว้จะไดอ้สมการต่อไปนีÊ
qτ(G′) ≤ τ(G) (2.1)
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เมืÉอG′ = G \ e เป็นกราฟ (k − 1)-วฏัจกัร และ e เป็นเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C ของG เพียงวฏัจกัรเดียว
โดยหลกัการเดียวกนันีÊ เมืÉอดาํเนินการลบเส้นแต่ละวฏัจกัรในกราฟG อาจทาํใหไ้ดต้น้ไมแ้ผท่ัÉวของ

กราฟG ทีÉซํÊ ากนัได้ ไดด้งัรูปทีÉ 2.6

C1 C2e1
e2

C1 C2e1 e2

G \ e1 G \ {e1, e2}

C1 C2e1 e2
C1 C2e1 e2

G \ e2 G \ {e2, e1}

Figure 2.6: ตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟG เดียวกนัทีÉไดจ้ากการพิจารณาวฏัจกัรทีÉต่างกนั

ดงันัÊน ถา้G บรรจุวฏัจกัร C1, C2, . . . , Ck และ qi เป็นจาํนวนเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร Ci เพียง วฏัจกัร
เดียว แลว้จะไดอ้สมการต่อไปนีÊ

τ(G) ≤
k∑

i=1

qiτ(G
′
i) (2.2)

เมืÉอG′ = G \ ei เป็นกราฟ (k − 1)-วฏัจกัร และ ei เป็นเสน้ทีÉอยูบ่นวฏัจกัร Ci ของG เพียงวฏัจกัรเดียว
จาก (2.1) และ (2.2) จะได้ทฤษฎีบททีÉแสดงขอบเขตของจาํนวนตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ k-วฏัจกัร

ดว้ยกราฟ (k − 1)-วฏัจกัร ต่อไปนีÊ
Theorem 2.2. ให้ G เป็นกราฟ k-วฏัจกัรทีÉบรรจุวฏัจกัร C1, C2, . . . , Ck และ qi เป็นจาํนวนเสน้ทีÉอยู่บน
วฏัจกัร Ci เพียงวฏัจกัรเดียว แลว้

qiτ(G
′) ≤ τ(G) ≤

k∑
i=1

qiτ(G
′
i) (2.3)

เมืÉอG′ = G \ ei เป็นกราฟ (k − 1)-วฏัจกัร และ ei เป็นเสน้ทีÉอยูบ่นวฏัจกัร Ci ของG เพียงวฏัจกัรเดียว
จากทฤษฎีบท 2.2 จะไดบ้ทแทรกต่อไปนีÊ

Corollary 2.2. ให้G เป็นกราฟ 1-วฏัจกัรทีÉมี C เป็นวฏัจกัรในกราฟG ถา้ |E(C)| = q แลว้
τ(G) = qτ(G′) = q
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เมืÉอG′ = G \ e เป็นกราฟตน้ไม้ และ e เป็นเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C ของG

Proof. ถา้ G เป็นกราฟ 1-วฏัจกัรและ e เป็นเสน้ทีÉอยู่บนวฏัจกัร C โดยทีÉ |E(C)| = q ของ G จะเห็นวา่
G \ e จะเป็นตน้ไม้ นัÉนคือ τ(G \ e) = 1

เนืÉองจาก G เป็นกราฟ 1-วฏัจกัร จะไดว้า่ G เป็นกราฟ 1-วฏัจกัรทีÉบรรจุวฏัจกัร C เพียงวฏัจกัรเดียว
จากทฤษฎีบท 2.2 จะไดว้า่

q · 1 ≤ τ(G) ≤ q · 1

เพราะฉะนัÊน τ(G) = q

Corollary 2.3. ให้ G เป็นกราฟ 2-วฏัจกัรทีÉมี C1 และ C2 เป็นวฏัจกัรในกราฟ G ถา้ |E(Ci)| = qi และ
|E(C1) ∩ E(C2)| = s แลว้

q1q2 − qis ≤ τ(G) ≤ 2q1q2 − (q1 + q2)s

เมืÉอ i ∈ {1, 2}

Proof. จะแบ่งการพิสูจน์เป็น 2 กรณี ดงันีÊ

กรณทีีÉ 1 จะแสดงวา่ q1q2 − qis ≤ τ(G)

จาก |E(Ci)| = qi โดยทีÉ i = 1, 2 และ |E(C1) ∩ E(C2)| = s จะได้ q1 − s เป็นจาํนวนเส้นทีÉอยู่
บนวฏัจกัร C1 เพียงวฏัจกัรเดียว ของกราฟ 2-วฏัจกัรG

ถา้ G′ = G \ e1 เป็นกราฟ 1-วฏัจกัร และ e1 เป็นเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C1 ของ G เพียงวฏัจกัรเดียว
จากอสมการ (2.1) จะได้

τ(G) ≥ (q1 − s)τ(G′)

= (q1 − s)q2 (จากบทแทรก 2.2)
= q1q2 − q2s

ทาํนองเดียวกนั จะได้ q2 − s เป็นจาํนวนเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C2 เพียงวฏัจกัรเดียวของ กราฟวฏัจกัร
G

ถา้ G′ = G \ e2 เป็นกราฟ 1-วฏัจกัร และ e2 เป็นเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C2 ของ G เพียงวฏัจกัรเดียว
จาก อสมการ (2.1) และบทแทรก 2.2 จะได้

τ(G) ≥ q1q2 − q1s

เพราะฉะนัÊน q1q2 − qis ≤ τ(G) เมืÉอ i ∈ {1, 2}

กรณทีีÉ 2 จะแสดงวา่ τ(G) ≤ 2q1q2 − (q1 + q2)s

เนืÉองจาก q1 − s เป็นจาํนวนเส้นทีÉอยูบ่นวฏัจกัร C1 เพียงวฏัจกัรเดียว และ q2 − s เป็นจาํนวนเส้นทีÉ
อยูบ่นวฏัจกัร C2 เพียงวฏัจกัรเดียว ของกราฟ 2-วฏัจกัรG ตามลาํดบั
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ถา้ G′ = G \ ei เป็นกราฟ 1-วฏัจกัร และ ei เป็นเส้นทีÉอยู่บนวฏัจกัร Ci ของ G เพียงวฏัจกัรเดียว
จากอสมการ (2.2) จะได้

τ(G) ≤
2∑

i=1

(qi − s)τ(G′
i)

= (q1 − s)τ(G′
1) + (q2 − s)τ(G′

2)

= (q1 − s)q2 + (q2 − s)q1 (จากบทแทรก 2.2)
= q1q2 − q2s+ q1q2 − q1s

= 2q1q2 − (q1 + q2)s

จากทัÊง 2 กรณี สรุปไดว้า่ q1q2 − qis ≤ τ(G) ≤ 2q1q2 − (q1 + q2)s เมืÉอ i ∈ {1, 2}

สาํหรับกราฟ 2-วฏัจกัร จะไดสู้ตรการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัร ดงัต่อไปนีÊ
Theorem 2.3. ให้ G เป็นกราฟ 2-วฏัจกัรทีÉมี C1 และ C2 เป็นวฏัจกัรในกราฟ G ถา้ |E(Ci)| = qi และ
|E(C1) ∩ E(C2)| = s แลว้

τ(G) = q1q2 − s2

Proof. ถา้G เป็นกราฟ 2-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั แลว้ s = 0 จากทฤษฎีบท 2.1 จะได้ τ(G) = q1q2

นัÉนคือ τ(G) = q1q2 − s2

สาํหรับ s > 0 จะแบ่งเป็น 2 กรณี ดงันีÊ

กรณทีีÉ 1 ถา้ e ∈ E(C1) \ E(C2) แลว้จะได้G \ e เป็น 1-วฏัจกัรกราฟ ทีÉมีลกัษณะดงัรูปทีÉ 2.7

C1 C2

e

Figure 2.7: แผนภาพทัÉวไปของกราฟG \ e

จากทฤษฎีบท 2.1 จะไดว้า่ τ(G \ e) = q2

เพราะวา่ |E(C1) \ E(C2)| = q1 − s ดงันัÊน
∑

ei∈E(C1)\E(C2)

τ(G \ ei) =
∑

ei∈E(C1)\E(C2)

q2 = q2(q1 − s)

กรณทีีÉ 2 ถา้ e ∈ E(C1) ∩ E(C2) แลว้จะได้G \ e เป็น 1-วฏัจกัรกราฟ ทีÉมีลกัษณะดงัรูปทีÉ 2.8
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C1 C2e

Figure 2.8: แผนภาพทัÉวไปของกราฟG \ e

จากทฤษฎีบท 2.1 จะไดว้า่

τ(G \ e) = (q1 + q2)− 2s (2.4)

เนืÉองจากตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของ G \ e เกิดจากการลบเสน้ e′ ∈ E(C1) \ E(C2) หรือ e′ ∈ E(C2) \ E(C1)

จาํนวน 1 เส้นจากG \ e
แต่ถา้ e′ ∈ E(C1) \ E(C2)จะไดว้า่G \ {e, e′} เป็นตน้ไมแ้ผท่ัÉวทีÉซํÊ ากบักรณทีีÉ 1
ถา้ τ ′(G\e) แทนจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของG\e ทีÉเกิดจากการลบเส้น e′ ∈ E(C2)\E(C1) จาํนวน

1 เส้นจากG \ e
นัÉนคือ τ ′(G \ e) = q2 − s

เพราะวา่ |E(C2) ∩ E(C1)| = s ดงันัÊน
∑

ei∈E(C1)∩E(C2)

τ(G \ ei) =
∑

ei∈E(C1)∩E(C2)

q2 − s = (q2 − s)s

จากกรณทีีÉ 1 และ 2 จะได้ τ(G) = q2(q1 − s) + (q2 − s)s = q1q2 − s2

3 สรุปและข้อเสนอแนะ
ในการศึกษาโครงงานเรืÉองสูตรการหาจาํนวนตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัรในครัÊ งนีÊ เราได้สูตรการหา
จาํนวนและขอบเขตของตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟทัÊงหมด 4 สูตร ดงัต่อไปนีÊ

1. สูตรการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั คือ τ(G) =
k∏

i=1

qi เมืÉอ |E(Ci)| =
qi

2. สูตรการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ 1-วฏัจกัร คือ τ(G) = q เมืÉอ |E(C)| = q

3. สูตรการหาขอบเขตของจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟk-วฏัจกัร คือ qiτ(G′) ≤ τ(G) ≤
k∑

i=1

qiτ(G
′
i)

เมืÉอ |E(Ci)| = qi

4. สูตรการหาจาํนวนตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัร คือ τ(G) = q1q2 − s2 เมืÉอ |E(Ci)| = qi และ
|E(C1) ∩ E(C2)| = s
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ยิÉงไปกวา่นีÊ ผูจ้ดัทาํไดข้ยายผลโครงงานสูตรการหาตน้ไมแ้ผ่ทัÉวของกราฟ 2-วฏัจกัร ไปต่อยอดเป็น
สูตรการหาตน้ไมแ้ผท่ัÉวของกราฟ 3-วฏัจกัร ซึÉงสามารถแบ่งออกเป็น 4 กรณี ดงัต่อไปนีÊ

C1

C3C2

Figure 3.1: แผนภาพทัÉวไปของกราฟ3-วฏัจกัร กรณีทีÉ 1

C2 C3

C1

Figure 3.2: แผนภาพทัÉวไปของกราฟ3-วฏัจกัร กรณีทีÉ 2

C2C3C1

Figure 3.3: แผนภาพทัÉวไปของกราฟ3-วฏัจกัร กรณีทีÉ 3

C2 C3

C1

Figure 3.4: แผนภาพทัÉวไปของกราฟ3-วฏัจกัร กรณีทีÉ 4
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สาํหรับผู ้ทีÉสนใจในการศึกษาต่อ สามารถนาํขัÊนตอนวธีิการหาสูตรของจาํนวนตน้ไม้แผ่ทัÉวของ
กราฟ k-วฏัจกัรทีÉแตกต่างกนั และกราฟ 2-วฏัจกัร ไปสู่การหาสูตรของจาํนวนตน้ไม้แผ่ทัÉวของกราฟ k-
วฏัจกัร
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