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บทคัดย่อ  

 งานวิจัยฉบับนี้มีวัตถุประสงค์ในการหาเงื่อนไขที่ท าให้ระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลามี
เสถียรภาพเชิงเส้นก ากับในรูปแบบอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น โดยใช้ฟังก์ชันไลปูนอฟ-คราซอฟสกี้ และอสมการเชิง
ปริพันธ์ที่เกิดจากการรวมกันของสองอสมการเชิงปริพันธ์ คือ อสมการเชิงปริพันธ์เวิลด์ทิงเจอร์ และอสมการเชิง
ปริพันธ์รูปแบบใหม่ และแสดงตัวอย่างที่สอดคล้องกับเงื่อนไข 
 
ค าส าคัญ : เสถียรภาพ, ตัวหน่วงเชิงเวลา, อสมการเวอร์ทิงเจอร์, อสมการเมทริกซ์เชิงเส้น  

 
Abstract  

 The main objective of this paper is to find some conditions to determine asymptotic 
stability for linear systems with time varying delay in term of linear matrix inequalities. Base on 
Lyapunov-Krasovskii functional and a new integral inequality by combining two recent integral 
inequalities: namely the Wirtinger integral inequality and a new integral inequality proposed in 
2020. Finally, show example that correspond to the condition. 
 
Keywords : Stability, Time delay, Wirtinger inequality, Linear Matrix Inequality 
 
บทน า  
 เป็นทีท่ราบกนัดีว่าตัวหน่วงเชิงเวลาเกิดขึน้ได้บ่อยครั้งในระบบต่าง ๆ เช่น วิศวกรรมศาสตร์ วิทยาศาสตร์ 
เศรษฐศาสตร์ เป็นต้น ซ่ึงเป็นแหล่งที่มาของการท างานที่ไม่มีประสิทธิภาพ ท าให้เกิดความผันผวนหรือความไม่มี 
เสถียรภาพ (Sipahi, Niculescu, Abdallah, Michiels & Gu, 2011) ( Fridman, 2014) ดังนั้น ปัญหาเกี่ยวกับ
การวิเคราะห์เสถียรภาพและการประยุกต์ส าหรับการควบคุมระบบที่มีตัวหน่วงเชิงเวลาเป็นสิ่งจ าเป็นและมี
ความส าคญัเป็นอย่างมาก 

ในงานวิจัยส่วนใหญ่ที่เกี่ยวข้องกับการมีเสถียรภาพของระบบที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา ซึ่งฟังก์ชันไลปูนอฟ-
คราซอฟสกี้ (Lyapunov-Krasovskii functional (LKF)) ถูกใช้เป็นวิธีการส าคัญในการหาเงื่อนไขที่มีประสิทธิภาพ
ที่สอดคล้องกับระบบดังกล่าว ซึ่งเงื่อนไขเหล่านี้สามารถแบ่งออกได้เป็นสองประเภท คือ เงื่อนไขการมีเสถียรภาพ
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ที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา และเงื่อนไขการมีเสถียรภาพที่ไม่มีตัวหน่วงเชิงเวลา โดยทั่วไปเงื่อนไขการมีเสถียรภาพที่มีตัว
หน่วงเชิงเวลา จะใช้ข้อมูลเกี่ยวกับขนาดของความหน่วงในเชิงอนุรักษ์น้อยที่สุด โดยมีงานวิจัยจ านวนมากที่ แสดง
ให้เห็นเงื่อนไขการมีเสถียรภาพที่มีตัวหน่วงเชิงเวลาในเชิงอนุรักษ์น้อยที่สุดส าหรับระบบที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา 
(Sun, Liu, Chen, & Rees, 2010 )( Zhang & Han, 2014) โดยปกติแล้วลักษณะในเชิงอนุรักษ์ของการมี
เสถียรภาพดังกล่าวไม่เพียงแต่ขึ้นอยู่กับการเลือก LKFs แต่ยังขึ้นอยู่กับเงื่อนไขบางอย่างที่ใช้แยกความแตกต่าง
ของฟังก์ชันที่สร้างขึ้น ดังนั้น เพ่ือลดลักษณะในเชิงอนุรักษ์ของการมีเสถียรภาพจึงนิยมใช้สามแนวทางในการวิจัย 
แนวทางเหล่านี้ขึ้นอยู่กับ 1. การสร้าง LKFs แบบใหม่ขึ้นมา (Sun, Liu, Chen, & Rees, 2010 ) (Souza & 
Palhares, 2014) 2. การปรับปรุงอสมการเพ่ือให้ระบบที่พิจารณาการมีเสถียรภาพและมีเงื่อนไขในการมี
เสถียรภาพน้อยลง ( Zhang & Han, 2014) และ 3. การเพ่ิมตัวหน่วงพิเศษบางตัว เช่น เมทริกซ์น้ าหนักอิสระ 
(He, Wang, Xie, & Lin , 2007) การแปลงแบบจ าลอง (Hien, & Phat, 2009) และการประกอบแบบหน่วงเวลา 
(Meng, Lam, Du, & Gao, 2010) (Zhu, Li, & Zhang, 2010)  
 โดยการปรับปรุงอสมการจึงเป็นปัญหาที่เกี่ยวข้องและเป็นปัญหาที่กว้าง ซึ่งนักวิจัยได้พยายามค้นหาวิธี
แก้ปัญหาที่มีประสิทธิภาพดังกล่าวโดยเฉพาะอย่างยิ่งในงานล่าสุด (Seuret & Gouaisbaut, 2013) ได้กล่าวถึง
อสมการของทฤษฎีการวิเคราะห์ฟูเรียร์ (Fourier analysis) คือ อสมการเวิลด์ทิงเจอร์ (Wirtinger inequality) 
ถูกน ามาใช้ในการพัฒนาปรับปรุงอย่างมีนัยส าคัญที่เรียกว่า อสมการเชิงปริพันธ์เวิลด์ทิงเจอร์ (Writinger-based 
integral inequality (WBI)) คุณสมบัติที่ดีและประสิทธิภาพบางอย่าง ของ WBI มีการน ามาประยุกต์ใช้ในงานวิจัย
ล่าสุดและถูกใช้อย่างแพร่หลาย 
 ในปี ค.ศ.2011 Alexandre Seuret และ Frederic Gouaisbaut ใช้อสมการ (Reciprocally convex 
combination) ในการหาเสถียรภาพของระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา 
 ในปี ค.ศ.2013 Alexandre Seuret และ Frederic Gouaisbaut ท าการศึกษาการมีเสถียรภาพของ
ระบบที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา โดยใช้ อสมการเวิลด์ทิงเจอร์ (Wirtinger inequality) 
 ในปี ค.ศ.2015 Le Van Hien และ Hieu Trinh ท าการศึกษาการมีเสถียรภาพของระบบที่มีตัวหน่วงเชิง
เวลา โดยใช้ อสมการเจนเซ่น (Jensen-based inequality) 
 ในงานวิจัยนี้ ต้องการหาเงื่อนไขที่ท าให้ระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา มีเสถียรภาพเชิงเส้น
ก ากับ โดยการใช้อสมการเชิงปริพันธ์ที่มีการปรับปรุง ระหว่างอสมการเวิลด์ทิงเจอร์ กับ อสมการเชิงปริพันธ์
รูปแบบใหม่ (Puangmalai, Tongkum, & Rojsiraphisal, 2020) 
 
ความรู้พื้นฐานของงานวิจัย  

ในบทความวิจัยนี้จะน าเสนอเงื่อนไขท่ีเพียงพอส าหรับการมีเสถียรภาพเวลาจ ากัดส าหรับระบบเชิงเส้นที่มี
ตัวหน่วงเชิงเวลา ดังนี้  

ทฤษฎีบทของไลบ์นิตซ์ (Leibnitz’s theorem) 

ให้    
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  บทนิยาม 1 ถ้าอนุพันธ์ของฟังก์ชันไลบูนอฟ-คราซอฟสกี้ เป็นลบแน่นอน    0V x t   แล้วระบบ
สมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา จะมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับ  
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  บทตั้ง 2 อสมการเวิลด์ทิงเจอร์ (Wirtinger inequality) คือ เมทริกซ์สมมาตรของค่าคงที่ใด ๆ 0R   
ที่ซึ่งอนุพันธ์ของ  : , nx a b  R  สอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้  

ถ้า 1
( ) ( ) ( )
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a
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  บทตั้ง 3 อสมการเชิงปริพันธ์รูปแบบใหม่ (Puangmalai, Tongkum, & Rojsiraphisal, 2020) คือ 
เมทริกซ์บวกแน่นอน R  ที่ซึ่งอนุพันธ์ของ  : , nx a b  R  สอดคล้องกับอสมการต่อไปนี้ 
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เมื่อ 1
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  บทตั้ง 4 อสมการ (Reciprocally convex combination in Park et al ,2011) 
  คือ ก าหนดให้ , ,n m a  เป็นจ านวนเต็มบวก โดยสเกลาร์   จะอยู่ในช่วง  0 ,1  ต่อมาก าหนดให้ 

n nR R  ซึ่ ง  0R   และมี เมทริกซ์  1 2, n mW W R  และก าหนดให้ เ วกเตอร์  m R  โดยฟังก์ชัน 
 , R  มีรูปสมการ ดังนี้  

  1 1 2 2

1 1
,

1
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 
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0
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 

   
เป็นเมริกซ์สมมาตรบวกแน่นอนที่สอดคล้องกับอสมการ 

 
  1 1
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ผลการวิจัย  
 ต่อไปจะแสดงขั้นตอนการหาเงื่อนไขที่ท าให้ระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลามีเสถียรภาพเชิงเส้น
ก ากับ ดังนี้ 
 1. พิจารณาระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา  

        , 0 1dx t Ax t A x t h t t      

ที่  h t  เป็นฟังก์ชันตัวหน่วงเชิงเวลา ซึ่ง  h t  มีเงื่อนไขว่า    , , 0m Mh t h h t    

ที่  0 m Mh h t h    โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้น    x t t  ส าหรับ  , 0Mt h    
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 2. ทฤษฎีบทที่ 1 มีเมทริกซ์ 3 3n nP R  ซ่ึง 0P  , เมทริกซ์ 
1 2 1 2, , , n nQ Q R R R  ซ่ึง 

1 2 1 2, , , 0Q Q R R   และเมทริกซ์ 3 3n nX R  เป็นเมทริกซ์สมมาตรบวกแน่นอนที่สอดคล้องกับอสมการ 

เมทริกซ์เชิงเส้น (Linear Matrix Inequality (LMI)) ส าหรับ    ,m Mh t h h  
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55 1 56 57

65
, 0, 0,

6
R       

  66 2 67 33

65
, ,

6
R X     77 2

65

6
R    

ระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา (1) จะมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับ  
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 3. พิจารณาฟังก์ชันไลปูนอฟ-คราซอฟก้ี ต่อไปนี้ 
           1 2 3 4 5t t t t t tV x V x V x V x V x V x      

ที่ซึ่ง 

                 1 2 1 3 2, , ,
m M

t t
T T T

t t t
t h t h

V x t P t V x x s Q x s ds V x x s Q x s ds 
 

     

             4 1 5 2,
m

m M

t t t h t
T T

t m t M m
t h t h

V x h x s R x s dsd V x h h x s R x s dsd
 

 


 
       

โดยที่        
m

m M

T
t t h

T T T

t h t h
t x t x s ds x s ds



 

 
     ส าหรับเมทริกซ ์ 3 3n nP R   

ซ่ึง 
11 12 13

22 23

33

* 0

* *

P P P

P P P

P

 
 

 
 
  

  

และเมริกซ์ 
1 2 1 2, , , n nQ Q R R R  ซ่ึง 1 2 1 2, , , 0Q Q R R   เป็นเมทริกซ์สมมาตรบวกแน่นอน  

 4. ด าเนินการหา  tV x จะได้ว่า 

            

               

             

  
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13 13 12 22

12 22

1
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( ) ( )

m

m

T T T T

t d
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d m m

t
T T T T T

M M m m
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m

t
T T T

m m
t h t h

m m

V x x t P A A P P P x t x t P A x t h t

x t h t A P x t x t P P x t h x t h P P x t

x t P x t h x t h P x t x s ds h P A h P x t
h

x t h A P h P x s ds x s ds
h h



 

     

         

       

  



     

       

      

12

12 22 23

22 23 23

1 1
( ) ( )

1 1
( ) ( )

m

m m

m m

t
T

m d

t t
T T T

m d m m m
t h t h

m m

t t
T T T

m m m m M
t h t h

m m

h P A x t h t

x t h t h A P x s ds x s ds h P h P x t h
h h

x t h h P h P x s ds x s ds h P x t h
h h

 

 



     

      



 

 
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      

      

   
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( )

( )

m

M

M

m

t
T T

M m
t h

m

t h t
T T T
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h
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
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
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1
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1
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1
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M

M

m
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m
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M d
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M
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M d
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M
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m d
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m
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h t h

x s ds h h t P A x t h t
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x t h t h h t A P x s ds
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x t h t h t h A P
h t

















 
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
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
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
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









      
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( )
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1
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1
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1
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m

M

M

m

t h
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m
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M
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T
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M
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m

T
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x s ds
h

x s ds h h t P h h t P x t h
h h t

x t h h h t P h h t P x s ds
h h t

x s ds h t h P h t h P x t h
h t h

x t h h t h P

















     


     

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
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







  3 33
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1
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mt h

m
t h t

m

h t h P x s ds
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


 
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33

33
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1
( ) ( )

( )

1
( ) ( )

( )

M

M

m

m
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T
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M
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T
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M
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m
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T
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m

x s ds h h t P x t h
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x t h h h t P x s ds
h h t

x s ds h t h P x t h
h t h

x t h h t h P x s ds
h t h

















   


   


   


   

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
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โดยทฤษฎีบทของไลบ์นิตซ์ จะได้ว่า 
         2 1 1

T T

t m mV x x t Q x t x t h Q x t h    , 

         3 2 2

T T

t M MV x x t Q x t x t h Q x t h     
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โดยทฤษฎีบทของไลบ์นิตซ์ , บทตั้ง 2 อสมการเวิลด์ทิงเจอร์ และบทตั้ง 3 อสมการเชิงปริพันธ์รูปแบบใหม่  
จะได้ว่า 

 

 

2 2 2

4 1 1 1

2

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )
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m d d m

t
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m
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x s ds R x t x t R x t h x t h R x t h
h

h



    

     

     





1 1

1 1

31 34 1
( ) ( ) ( ) ( )

6 6

31 1 1 65 1
( ) ( ) ( ) ( )

6 6
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m
t h t h
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t t t
T T

m
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h
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 

  

 

  

 

  

 

โดยทฤษฎีบทของไลบ์นิตซ์ , บทตั้ง 2 อสมการเวิลด์ทิงเจอร์ , บทตั้ง 3 อสมการเชิงปริพันธ์รูปแบบใหม่ และบทตั้ง 

4 อสมการ (Reciprocally convex combination) โดยก าหนด 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

X X X

X X X X

X X X

 
 


 
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 จะได้ว่า 
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น า  tV x  มารวมกัน ซึ่ง            1 2 3 4 5t t t t t tV x V x V x V x V x V x      

จะได้ว่า  
  (2)T

tV x    

โดยที่  
0 (3)   

นั่นคือ  
0 (4)T    

จากอสมการ (2) และ (3) จะได้ 
  0 (5)tV x   

นั่นคือ   0tV x   

ดังนั้น ระบบสมการ (1) มีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับตามบทนิยาม 1   
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สรุปผล  
จากทฤษฎีบทที่ 1 ข้างต้น สามารถสรุปได้ว่าจ านวนตัวแปรในเงื่อนไขของการมีเสถียรภาพเชิงเส้นก ากับใน

ทฤษฎีบทที่ 1 มีจ านวนตัวแปรน้อยกว่าจ านวนตัวแปรในเงื่อนไขงานวิจัยของ Lee, Park และ Kwon ในปี ค.ศ. 
2023 (Lee, Park & Kwon, 2023) 

ต่อไปจะเป็นการประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทที่ 1 และแสดงผลเชิงตัวเลข ดังนี้ 
 พิจารณาระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา จากเมทริกซ์ตัวอย่างของ Lee, Park และ Kwon ในปี 
ค.ศ. 2023 

2 0 1 0
,

0 0.9 1 1
dA A

    
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 เมื่อพิจารณาระบบสมการเชิงเส้นที่มีตัวหน่วงเชิงเวลาโดยใช้เมทริกซ์ตัวอย่างกับทฤษฎีบทที่ 1  ด้วย
โปรแกรม MATLAB ดังนี้  
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จากผลเชิงตัวเลขข้างต้น จะได้เมทริกซ์ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขในทฤษฎีบทที่ 1 และได้ค่าคงที่ตัวหน่วงเชิง
เวลา h(t) ที่เพียงพอส าหรับการมีเสถียรภาพในช่วง [0,1.1]   
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