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บทคัดย่อ 

ในงานวิจัยนี้แสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังสำหรับสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลกับตัวหน่วง 
เชิงเวลาในรูปแบบอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น โดยการปรับปรุงอสมการอินทิกรัล และใช้ฟังก์ชันไลปูนอฟ- 
คาซอฟสกี ้เพ่ือหาเงื่อนไขที่เพียงพอและแสดงการเปรียบเทียบเงื่อนไขการมีเสถียรภาพ 

คำสำคัญ: เสถียรภาพเลขชี ้กำลัง  สมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอล  ตัวหน่วงเชิงเวลา  ฟังก์ชันไลปูนอฟ- 
คาซอฟสกี ้
 

Abstract 
In this paper, the exponential stability conditions for neutral differential equations with 

time-varying delays are presented. By improving the integral inequality, Lyapunov–Krasovskii 
functional. And determine sufficient conditions and show a comparison of conditions. 

Keywords:  Exponential Stability, Neutral Differential Equations, Time-varying Delays, Lipunov-
Kasovsky Functions 
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2 สุภัชญา อนุสรณป์ระดิษฐ์  และคณะ 

 

1. บทนำ 
สมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอล (NDE : Neutral Differential Equations) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์

ประเภทหนึ่งที่เกี่ยวข้องกับตัวหน่วงเชิงเวลาในรูปอนุพันธ์  มักปรากฏในทางวิทยาศาสตร์และสาขาวิศวกรรม 
เช่น อากาศยาน กระบวนการทางเคมี ระบบควบคุม และชีววิทยา ที่แสดงไว้ในงานวิจัยของ Liao และคณะ  
ในปี ค.ศ. 2009 [1] และเป็นที่ทราบกันดีว่าการเปลี่ยนแปลงของตัวหน่วงเพียงเล็กน้อยอาจทำให้ระบบเกิด
ความไม่เสถียรขึ ้น ที ่แสดงไว้ในงานวิจัยของ Park ในปี ค.ศ. 2005 [2] ดังนั ้นนักวิจัยจึงเพิ ่มความสนใจ 
ในการศึกษานี้ โดยการปรับปรุงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพของสมการเชิงอนุพันธ์แบบ นิวทรอลเพื่อให้สามารถ 
ใช้ตัวหน่วงเชิงเวลาที่ไม่ต่อเนื่องได้ ซ่ึงเง่ือนไขดังกล่าวอยู่ในรูปแบบของอสมการเมทริกซ์เชงิเส้น (LMI : Linear 
Matrix Inequality) 

ในปี ค.ศ. 2012 Chen [3] ได้แสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการสมการเชิงอนุพันธ์
แบบนิวทรอล  ในรูปแบบ 

                       
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − τ)] = −𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏 tanh 𝑥(𝑡 − σ) 

ในปี ค.ศ. 2014  Keadnarmol และคณะ [4] ได้แสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการ
สมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอล ในรูปแบบ  

                       𝐷̇ =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡))] = −𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏 tanh 𝑥 (𝑡 − σ(𝑡)) 

ในปี ค.ศ. 2019 Janejira และคณะ [5] ได้แสดงเงื ่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี ้กำลังของสมการ 
เชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอล ในรูปแบบ 

                       
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡))] + 𝑎𝑥(𝑡) − 𝑏 tanh 𝑥 (𝑡 − σ(𝑡)) = 0 

ในงานวิจัยนี้แสดงเงื ่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังสำหรับสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลกับ  
ตัวหน่วงเชิงเวลาในรูปแบบอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น โดยการปรับปรุงอสมการอินทิกรัล ฟังก์ชันไลปูนอฟ-คาซอฟสกี้ 
(Lyapunov–Krasovskii-like functional) เพื่อกำหนดเงื่อนไขที่เพียงพอและแสดงการเปรียบเทียบเงื่อนไข
การมีเสถียรภาพของสมการ โดยกำหนดให้ |  ⋅ | คือ นอร์มแบบยูคลิด (Euclidean norm) ของเวกเตอร์หรือ
เมทริกซ ์กำหนดโดย  

|𝑥(𝑠)|𝑠 = sup
−𝑟≤𝑠≤0

|𝑥(𝑠)| และ|𝑥̇(𝑠)|𝑙 = sup
−𝑟≤𝑠≤0

|𝑥̇(𝑠)|  

 
2. ความรู้พื้นฐาน 

ต่อไปจะแสดงความรู้พื้นฐานในการหาเงื่อนไขที่เพียงพอสำหรับการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการ
เชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา ดังนี้ 

พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลที่มีตัวหน่วงเชิงเวลา 

𝐷̇ =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))] = −𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏 tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡))                               (2.1) 
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เมื่อ 𝑎, 𝑏 เป็นจำนวนจริงบวก |𝑝| < 1 และ 𝜏(𝑡), 𝜎(𝑡) เป็นฟังก์ชันตัวหน่วงเชิงเวลาที่สอดคล้อง
กับ 0 ≤ 𝜎1 ≤ 𝜎(𝑡) ≤ 𝜎2  และ  0 ≤ 𝜏1 ≤ 𝜏(𝑡) ≤ 𝜏2 

บทตั้ง 2.1 (อสมการโคชี) สำหรับเมทริกซ์สมมาตรเชิงบวก 𝑁 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 และ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 จะได้ว่า  
 ±2𝑥𝑇𝑦 ≤ 𝑥𝑇𝑁𝑥 + 𝑦𝑇𝑁−1𝑦 

บทนิยาม 2.2 ให้ 𝐾 และ λ เป็นจำนวนจริงบวก ที่ซึ่ง  
||𝑥(𝑡)|| ≤ 𝐾𝑒−λ𝑡 sup

−𝑟≤𝑠≤0
||𝑥(𝑠)|| = 𝐾𝑒−λ𝑡||𝑥0||

𝑠
 

สำหรับ            ||𝑥𝑡||
𝑠

= sup
−𝑟≤𝑠≤0

||𝑥(𝑡 + 𝑠)|| 

แล้วสมการ     𝐷̇ =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))] = −𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏 tanh 𝑥 (𝑡 − 𝜎(𝑡)) 

มีเสถียรภาพของเลขชี้กำลัง ที่จุดสมดุล 𝑥 = 0 
ทฤษฎีบท 2.3 [4] ให้ 𝑀 > 0, μ > 0, |𝑝| < 1 และ 0 ≤ τ(𝑡) ≤ 𝜏 ถ้า 𝑥: [−τ, ∞) → 𝑅 

สอดคล้องกับ  
|𝑥(𝑡)| ≤ sup

𝑠∈[−τ,0]
| 𝑥(𝑠)| = |𝑥0|𝑠, 𝑡 ∈ [−τ, 0] และ |𝑥(𝑡)| ≤ |𝑝||𝑥(𝑡 − τ(𝑡))| +

𝑀𝑒−μ𝑡, 𝑡 ≥ 0 
จะมีค่าคงท่ี    ϵ > 0, 𝑚 ∈ [0,

−𝑙𝑛|𝑝|

τ
] ที่ซึ่ง |𝑝|𝑒ϵτ < 1 

แล้ว             |𝑥(𝑡)| ≤ |𝑥0|𝑠𝑒−𝑚𝑡 +
𝑀

1−|𝑝|𝑒ϵτ
≤ 𝑁𝑒−φ𝑡, ≥ 0 

เมื่อ 𝑁: ≡ |𝑥0|𝑠 +
𝑀

1−|𝑝|𝑒ϵτ และ 𝜑 = min{𝑚, 𝜖 } 

ทฤษฎีบท 2.4 ทฤษฎีบทไลน์นิตซ์ (Leibnitz's theorem) ให้ ϕ(α) = ∫ 𝑓(𝑡, α) 𝑑𝑡
𝑣(α)

𝑢(α)
 โดยที่ 

𝑎 ≤ α ≤ 𝑏 ถ้า 𝑓(𝑡, α) และ  ∂𝑓

∂α
 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องในบริเวณของระนาบ  𝑡α ซึ่ง  𝑢 ≤ 𝑡 ≤ 𝑣 ถ้าให้ 𝑢  

และ 𝑣เป็นฟังก์ชันที่ต่อเนื่องสำหรับ 𝑎 ≤ α ≤ 𝑏 แล้ว 
∂ϕ(∂)

∂α
=

∂

∂α
∫ (𝑡, α)𝑑𝑡

𝑣(α)

𝑢(α)

= ∫
∂𝑓

∂α
𝑑𝑡

𝑣(α)

𝑢(α)

+ 𝑓(𝑣, α)
𝑑𝑣

𝑑α
− 𝑓(𝑢, α)

𝑑𝑢

𝑑α
 

ต่อไปจะแสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลที่มีตัวหน่วง  
เชิงเวลาในรูปแบบอสมการเมทริกซ์เชิงเส้น 

 
3. ผลการวิจัย 

ก่อนที่จะแสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลที่มีตัวหน่วง  
เชิงเวลาจะแสดงการปรับปรุงอสมการอินทิกรัล ดังนี้ 

บทตั้ง 3.1 สำหรับ 𝜏1, 𝜏2 > 𝜏1, 𝑘 เป็นจำนวนจริงบวก และ 𝑥̇: [−𝜏2, ∞) → 𝑅 แล้ว 

− ∫ 𝑒𝛾(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1,

𝑡−𝜏2

𝑥2̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀𝜉2(𝑡) + 2𝜉(𝑡)[(𝑥(𝑡 − 𝜏1)) − (𝑥(𝑡 − 𝜏2))] 

เมื่อ 𝜀 =
1

𝑘
(𝑒𝑘𝜏2 − 𝑒𝑘𝜏1) และ 𝜉(𝑡) เป็นฟังก์ชันใด ๆ ที่สามารถเลือกได้อย่างเหมาะสม 

 



 
4 สุภัชญา อนุสรณป์ระดิษฐ์  และคณะ 

 

พิสูจน์ พิจารณาอสมการ 

0 ≤ ∫ 𝑒−𝑘(𝑠−𝑡)[𝜉(𝑡) + 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)𝑥̇(𝑠)]
2

𝑑𝑠
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

 

จะได้ว่า 

0 ≤ ∫ 𝑒−𝑘(𝑠−𝑡)[𝜉(𝑡) + 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)𝑥̇(𝑠)]
2

𝑑𝑠
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

 

= ∫ [𝑒−𝑘(𝑠−𝑡)𝜉2(𝑡) + 2𝜉(𝑡)𝑥̇(𝑠) + 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)𝑥2̇(𝑠)]𝑑𝑠
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

 

= ∫ 𝑒−𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

𝜉2(𝑡)𝑑𝑠 + ∫ 2𝜉(𝑡)𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

+ ∫ 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠 

= 𝜉2(𝑡) ∫ 𝑒−𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

𝑑𝑠 + 2𝜉(𝑡) ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

+ ∫ 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠 

= 𝜉2(𝑡) [
𝑒𝑘𝜏2 − 𝑒𝑘𝑎𝜏1

𝑘
] + 2𝜉(𝑡)[𝑥(𝑡 − 𝜏1) − 𝑥(𝑡 − 𝜏2)]

+ ∫ 𝑒𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1

𝑡−𝜏2

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠 

เมื่อ 𝜀 =
1

𝑘
(𝑒𝑘𝜏2 − 𝑒𝑘𝜏1) 

ดังนั้น  

− ∫ 𝑒𝛾(𝑠−𝑡)
𝑡−𝜏1,

𝑡−𝜏2

𝑥2̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀𝜉2(𝑡) + 2𝜉(𝑡)[(𝑥(𝑡 − 𝜏1)) − (𝑥(𝑡 − 𝜏2))] 

ต่อไปจะแสดงเงื่อนไขการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอลที่มีตัวหน่วง 
เชิงเวลา ดังนี้   

ทฤษฎีบท 3.2 กำหนดให้ 𝜎1, 𝜎2, 𝜏1, 𝜏2, 𝑘 เป็นจำนวนจริงบวก และ |𝑝| < 1 ถ้ามี 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3      
เมื่อ 𝑖 = 1,2,3, … ,6 ที่เป็นจำนวนจริงบวก แล้ว (2.1) มีเสถียรภาพเลขชี้กำลัง ที่ซึ่ง 𝜔 < 0 
เมื่อ 𝜔1,1 = 4𝑘𝑞1𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡,  𝜔1,2 = −2𝑎𝑞1𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞4𝑒2𝑘𝑡, 

𝜔1,3 = 2𝑝𝑞2𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡,  𝜔1,9 = 2𝑞1𝑏𝑒2𝑘𝑡, 𝜔1,11 = 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡, 
𝜔2,2 = 2𝑞4𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 + 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛽4𝜎1

2 + 𝛽5𝜎2
2 + 𝛽6𝜎21

2 + 𝛽1 + 𝛽2 
+4𝑘𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑎𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 𝑏2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + (𝑎𝑝)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼5𝜏2𝜀2, 
𝜔2,3 = −6𝛼4𝜏1𝜀1, 𝜔2,4 = 2𝑝𝑞4𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 + 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡, 𝜔2,5 = −6𝛼5𝜏2𝜀2, 
𝜔2,6 = −2𝜂1𝑎,  𝜔2,7 = −2𝜂2𝑎,  𝜔2,9 = 2𝜂3𝑎,  𝜔2,11 = 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡, 
𝜔3,3 = 𝛼3𝑒−2𝑘𝜏1 − 𝛼1𝑒−2𝑘𝜏1 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼6𝜏21𝜀3,  𝜔3,5 = −6𝛼6𝜏21𝜀3, 
𝜔4,4 = −2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 − (𝑝𝑏)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝛾𝑒2𝑘𝑡,  𝜔4,11 = −4𝑞6𝑒2𝑘𝑡,  
𝜔5,5 = −𝛼2𝑒−2𝑘𝜏2 − 𝛼3𝑒−2𝑘𝜏2 + 3𝛼5𝜏2𝜀2 + 3𝛼6𝜏21𝜀3, 
𝜔6,6 = 𝛼4𝜏1

2 + 𝛼5𝜏2
2 + 𝛼6𝜏21

2 − 2𝜂1,  𝜔6,7 = −2𝜂1𝑝 − 2𝜂2,  𝜔6,9 = 2𝜂1𝑏 + 2𝜂3, 
𝜔7,7 = −2𝜂1𝑝,  𝜔7,9 = 2𝜂2𝑏 + 2𝜂3𝑝,  𝜔8,8 = 𝛽3𝑒−2𝑘𝜎1 − 𝛽1𝑒−2𝑘𝜎1 , 
𝜔9,9 = 2𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝜂3𝑏,  𝜔10,10 = −𝛽3𝑒−2𝑘𝜎2 − 𝛽2𝑒−2𝑘𝜎2 ,  𝜔11,11 = −2𝑞6𝑒2𝑘𝑡, 
𝜔12,12 = −𝛽4𝜎1𝑒−2𝑘𝜎1 ,  𝜔13,13 = −𝛽5𝜎2𝑒−2𝑘𝜎2 ,  𝜔14,14 = −𝛽6𝜎21𝑒−2𝑘𝜎21  
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พิสูจน์ พิจารณาฟังก์ชันไลปูนอฟ - คราซอฟกี้ ต่อไปนี้ 
𝑉(𝑡) = 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡) + 𝑉4(𝑡) + 𝑉5(𝑡) + 𝑉6(𝑡) 

เมื่อ   𝑉1(𝑡) = 𝑞1𝑒2𝑘𝑡𝐷2 

𝑉2(𝑡) = 𝛼1 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡

𝑡−𝜏1

𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 + 𝛼2 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡

𝑡−𝜏2

𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 + 𝛼3 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
−𝜏1

−𝜏2

𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 

𝑉3(𝑡) = 𝛽1 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
𝑡

𝑡−𝜎1

𝑑𝑠 + 𝛽2 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
𝑡

𝑡−𝜎2

𝑑𝑠  

+𝛽3 ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
−𝜎1

−𝜎2

𝑑𝑠 

𝑉4(𝑡) = 𝛼4𝜏1 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝜏1

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜃 + 𝛼5𝜏2 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝜏2

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜃 

+𝛼6𝜏21 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡)
𝑡

𝑡+𝜃

−𝜏1

−𝜏2

𝑥̇2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜃 

𝑉5(𝑡) = 𝛽4𝜎1 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝜎1

𝑑𝑠𝑑𝜃 + 𝛽5𝜎2 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝜎2

𝑑𝑠𝑑𝜃 

+𝛽6𝜎21 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠−𝑡) tanh2 𝑥(𝑠)
𝑡

𝑡+𝜃

−𝜎1

−𝜎2

𝑑𝑠𝑑𝜃 

𝑉6(𝑡) = 𝛾𝑒2𝑘𝑡𝐷2 

โดยที่  𝐷 = 𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡)) และ 𝐷̇ =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))] 

ดำเนินการหา 𝑉̇(𝑡) จะได้ว่า 
𝑉1̇(𝑡) = (4𝑘𝑞1𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡)𝐷2 + (−2𝑎𝑞1 + 2𝑞2 − 2𝑞3 − 2𝑞4)𝑒2𝑘𝑡𝑥(𝑡)𝐷 

+(2𝑞4 − 2𝑞5 − 2𝑞6)𝑒2𝑘𝑡𝑥2(𝑡) + 2𝑞1𝑏𝑒2𝑘𝑡 tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 𝐷 
+(2𝑝𝑞2 + 2𝑞3)𝑒2𝑘𝑡𝐷𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) + (2𝑝𝑞4 + 2𝑞5 + 4𝑞6)𝑒2𝑘𝑡𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑥))𝑥(𝑡) 

           +2𝑞3𝑒2𝑘𝑡𝐷 ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
(𝑠)𝑑𝑠 + (2𝑞5 + 4𝑞6)𝑒2𝑘𝑡 ∫ 𝑥̇

𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
(𝑠)𝑑𝑠𝑥(𝑡) 

   −2𝑞6𝑒2𝑘𝑡𝑥2(𝑡 − 𝜏(𝑡)) − 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
(𝑠)𝑑𝑠 

   −𝑒2𝑘𝑡2𝑞6 (∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
(𝑑𝑠))

2

− 2𝑘𝑉1(𝑡)                                                                (3.1)                                                                      

โดยทฤษฎีบท 2.4. จะได้ว่า 
𝑉2̇(𝑡) = (𝛼1 + 𝛼2)𝑥2(𝑡) + (𝛼3 − 𝛼1)𝑒−2𝑘𝜏1𝑥2(𝑡 − 𝜏1) − (𝛼2 + 𝛼3)𝑒−2𝑘𝜏2𝑥2(𝑡 − 𝜏2)     
                        −2𝑘𝑉2(𝑡)                                                                                                                       (3.2) 
𝑉3̇(𝑡) = (𝛽1 + 𝛽2) tanh2 𝑥(𝑡) + (𝛽3 − 𝛽1)𝑒−2𝑘𝜎1 tanh2 𝑥(𝑡 − 𝜎1) 

−(𝛽2 + 𝛽3)𝑒−2𝑘𝜎2 tanh2 𝑥(𝑡 − 𝜎2) − 2𝑘𝑉3(𝑡)                                                    (3.3) 

โดยทฤษฎีบท 2.4.  บทตั้ง 3.1. และ tanh2𝑥(𝑡) ≤  𝑥2(𝑡) จะได้ว่า 
𝑉̇4(𝑡) ≤ (𝛼4𝜏1

2 +  𝛼5𝜏2
2 + 𝛼6𝜏21

2 )𝑥̇2(𝑡) + (3 𝛼4𝜏1𝜀1 + 3 𝛼𝑎5𝜏2𝜀2)𝑥2(𝑡) 
− (6𝛼4𝜏1𝜀1)𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏1) −  (6𝛼5𝜏2𝜀2)𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏2) 
+(3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥2(𝑡 − 𝜏1) + (3𝛼5𝜏2𝜀2 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥2(𝑡 − 𝜏2) 
−(6𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏1)𝑥(𝑡 − 𝜏2) −  2𝑘𝑉4(𝑡)                                                                                (3.4) 

 



 
6 สุภัชญา อนุสรณป์ระดิษฐ์  และคณะ 

 

𝑉5̇(𝑡) ≤ 𝛽4𝜎1
2𝑥2(𝑡) − 𝛽4𝜎1𝑒−2𝑘𝜎1 (∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜎1

)

2

− 𝛽5𝜎2𝑒−2𝑘𝜎2 (∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎2

)

2

 

+𝛽5𝜎2
2𝑥2(𝑡) + 𝛽6𝜎21

2 𝑥2(𝑡) − 𝛽6𝜎21𝑒−2𝑘𝜎21 (∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

)

2

− 2𝑘𝑉5(𝑡)                  (3.5) 

และ 
𝑉6̇(𝑡) = (4𝑘𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑎𝛾𝑒2𝑘𝑡 + |𝑏|2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + |𝑎𝑝|2𝛾𝑒2𝑘𝑡)𝑥2(𝑡) + 2𝛾𝑒2𝑘𝑡 tanh2 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
+(|𝑝𝑏|2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 2𝛾𝑒2𝑘𝑡)𝑥2(𝑡 − 𝜏(𝑡)) − 2𝑘𝑉6(𝑡)                                                                       (3.6) 

นำ (3.1) − (3.6) รวมกันจะได้ว่า    
𝑉̇(𝑡) + 2𝑘𝑉(𝑡) ≤ 𝐷(4𝑘𝑞1𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡)𝐷 
+𝐷(−2𝑎𝑞1𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞4𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡)        
+𝐷(2𝑝𝑞2𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) + 𝐷2𝑞1𝑏𝑒2𝑘𝑡 tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 

+𝐷2𝑞3𝑒2𝑘𝑡 ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠𝑥(𝑡) + 2𝑞4𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 

+𝛼1 + 𝛼2 + 𝛽4𝜎1
2 + 𝛽5𝜎2

2 + 𝛽6𝜎21
2 + 4𝑘𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑎𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 𝑏2𝛾𝑒2𝑘𝑡 

+(𝑎𝑝)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼5𝜏2𝜀2𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)(6𝛼4𝜏1𝜀1)𝑥(𝑡 − 𝜏1) 
+𝑥(𝑡)(2𝑝𝑞4𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 + 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − τ(𝑡)) 

−𝑥(𝑡)(6α5τ2ε2)𝑥(𝑡 − τ2) + 𝑥(𝑡)(2𝑝𝑞5𝑒2𝑘𝑡 + 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠 

+x(𝑡 − 𝜏1)(α3e−2kτ1 − 𝛼1𝑒−2𝑘𝜏1 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏1) − 𝑥(𝑡 − 𝜏1)(6𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏2) 
−𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))(2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 + (𝑝𝑏)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 2𝛾𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 

−𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)(4𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

 

+𝑥(𝑡 − 𝜏2)(−𝛼2𝑒−2𝑘𝜏2 − 𝛼3𝑒−2𝑘𝜏2 + 3𝛼5𝜏2𝜀2 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏2) 
+𝑥̇(𝑡)(𝛼4𝜏1

2 + 𝛼5𝜏2
2 + 𝛼6𝜏21

2 )𝑥̇(𝑡) + tanh 𝑥(𝑡) (𝛽1 + 𝛽2) tanh 𝑥(𝑡) 
+ tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎1) (𝛽3𝑒−2𝑘𝜎1 − 𝛽1𝑒−2𝑘𝜎1) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎1) 
+ tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) (2𝛾𝑒2𝑘𝑡) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
− tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎2) (𝛽3𝑒−2𝑘𝜎2 + 𝛽2𝑒−2𝑘𝜎2) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎2) 

− ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠(2𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎1

(𝛽4𝜎1𝑒−2𝑘𝜎1) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎1

 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎2

(𝛽5𝜎2𝑒−2𝑘𝜎2) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎2

 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

(𝛽6𝜎21𝑒−2𝑘𝜎21) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠                                                          (3.7)
𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

 

นำ −2𝜂1𝑥̇(𝑡),−2𝜂2𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) และ 2𝜂3𝑥̇(𝑡) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) คูณตลอดสมการ (2.1) จะได้
−2η1𝑥2̇(𝑡) − 2η1𝑝𝑥̇(𝑡)𝑥̇(𝑡 − τ(𝑡)) − 2η1𝑎𝑥(𝑡)𝑥̇(𝑡) + 2η1𝑏𝑥̇(𝑡) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) = 0(3.8) 
−2𝜂2𝑥̇(𝑡)𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) − 2𝜂2𝑝𝑥2̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) − 2𝜂2𝑎𝑥(𝑡)𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 
+2𝜂2𝑏𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) = 0                                                                                    (3.9) 
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2η3𝑥̇(𝑡) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) + 2η3𝑝𝑥̇(𝑡 − τ(𝑡)) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
+2η3𝑎𝑥(𝑡) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) −2η3𝑏𝑥̇(𝑡)tanh2 𝑥(𝑡 − σ(𝑡)) = 0                                         (3.10) 

นำสมการ (3.8) − (3.10) บวกเข้าทางด้านขวาของอสมการ (3.7) จะได้ว่า 𝑉̇(𝑡) + 2𝑘𝑉(𝑡) ≤

𝐷(4𝑘𝑞1𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡)𝐷 
+𝐷(−2𝑎𝑞1𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞2𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞4𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡) 
+𝐷(2𝑝𝑞2𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞3𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − τ(𝑡)) + 2𝐷𝑞1𝑏𝑒2𝑘𝑡 tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 

+2𝐷𝑞3𝑒2𝑘𝑡 ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑥(𝑡)[2𝑞4𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 + 𝛼1 

+𝛼2 + 𝛽4𝜎1
2 + 𝛽5𝜎2

2 + 𝛽6𝜎21
2 + 𝛽1 + 𝛽2 + 4𝑘𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝑎𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 𝑏2𝛾𝑒2𝑘𝑡 

+(𝑎𝑝)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼5𝜏2𝜀2] 𝑥(𝑡)  − 𝑥(𝑡)(6𝛼4𝜏1𝜀1)𝑥(𝑡 − 𝜏1) 
+𝑥(𝑡)(2𝑝𝑞4𝑒2𝑘𝑡 + 2𝑞5𝑒2𝑘𝑡 + 4𝑞6𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 
−𝑥(𝑡)(6𝛼5𝜏2𝜀2)𝑥(𝑡 − 𝜏2) − 𝑥(𝑡)(2𝜂1𝑎)𝑥̇(𝑡) − 𝑥(𝑡)(2𝜂2𝑎)𝑥̇(𝑡 − 𝜏2) 
+𝑥(𝑡)(2𝜂3𝑎) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
+𝑥(𝑡 − 𝜏1)(𝛼3𝑒−2𝑘𝜏1 − 𝛼1𝑒−2𝑘𝜏1 + 3𝛼4𝜏1𝜀1 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏1) 

−𝑥(𝑡 − 𝜏1)(6𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏2) + 𝑥(𝑡)(4𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠 

−𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡))(2𝑞6𝑒2𝑘𝑡 + (𝑝𝑏)2𝛾𝑒2𝑘𝑡 + 2𝛾𝑒2𝑘𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 

−𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)(4𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

 

+𝑥(𝑡 − 𝜏2)(−𝛼2𝑒−2𝑘𝜏2 − 𝛼3𝑒−2𝑘𝜏2 + 3𝛼5𝜏2𝜀2 + 3𝛼6𝜏21𝜀3)𝑥(𝑡 − 𝜏2) 
+𝑥̇(𝑡)(𝛼4𝜏1

2 + 𝛼5𝜏2
2 + 𝛼6𝜏21

2 − 2𝜂1)𝑥̇(𝑡) − 𝑥̇(𝑡)(2𝜂1𝑝 + 2𝜂2)𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 
+𝑥̇(𝑡)(2𝜂1𝑏 + 2𝜂3) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) − 𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡))(2𝜂1𝑝)𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)) 
+𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡))(2𝜂2𝑏 + 2𝜂3𝑝) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
+ tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎1) (𝛽3𝑒−2𝑘𝜎1 − 𝛽1𝑒−2𝑘𝜎1) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎1) 
+ tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) (2𝛾𝑒2𝑘𝑡 − 2𝜂3𝑏) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎(𝑡)) 
− tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎2) (𝛽3𝑒−2𝑘𝜎2 + 𝛽2𝑒−2𝑘𝜎2) tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎2) 

− ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠(2𝑞6𝑒2𝑘𝑡) ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑠)𝑑𝑠 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎1

(𝛽4𝜎1𝑒−2𝑘𝜎1) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎1

 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎2

(𝛽5𝜎2𝑒−2𝑘𝜎2) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝜎2

 

− ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

(𝛽6𝜎21𝑒−2𝑘𝜎21) ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

 

จะได้ว่า       𝑉̇(𝑡) + 2𝑘𝑉(𝑡) ≤ ξ𝑇(𝑡)ωξ(𝑡) 

เมื่อ ξ𝑇(𝑡) = [𝐷, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏(𝑡)),𝑥(𝑡 − 𝜏1), 𝑥(𝑡 − 𝜏2), 𝑥̇(𝑡), 𝑥̇(𝑡 − 𝜏(𝑡)), tanh 𝑥(𝑡 −

𝜎(𝑡)) , tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎1) , tanh 𝑥(𝑡 − 𝜎2) , ∫ 𝑥̇
𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
(𝑠)𝑑𝑠, ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜎1
, ∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜎2
, 

∫ tanh 𝑥(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡−𝜎1

𝑡−𝜎2

] 

 



 
8 สุภัชญา อนุสรณป์ระดิษฐ์  และคณะ 

 

จาก  𝜔 <  0  จะได้ว่า  ξ𝑇(𝑡)ωξ(𝑡) < 0 

ดังนั้น               𝑉̇(𝑡) + 2𝑘𝑉(𝑡) < 0  นั่นคือ 𝑉(𝑡) เป็นฟังก์ชันลด 

จะได้ว่า         𝑒2𝑘𝑡𝑉(𝑡) ≤ 𝑒2𝑘(0)𝑉(0) = 𝑉(0) 

พิจารณา  𝑉(0) ≤ [𝑞1(1 + |𝑝|)2 + α1 ∫ 𝑒2𝑘𝑠0

−τ1
𝑑𝑠 + α2 ∫ 𝑒2𝑘𝑠0

−τ2
𝑑𝑠 + α3 ∫ 𝑒2𝑘𝑠0

−τ3
𝑑𝑠 

+β1 ∫ 𝑒2𝑘𝑠
0

−σ1

𝑑𝑠 + β2 ∫ 𝑒2𝑘𝑠
0

−σ2

𝑑𝑠 + β3 ∫ 𝑒2𝑘𝑠
0

−σ3

𝑑𝑠 

+α4τ1 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

0

−τ1

𝑑𝑠𝑑θ + α5τ2 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

0

−τ2

𝑑𝑠𝑑θ 

+α6τ21 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

−τ1

−τ2

𝑑𝑠𝑑θ + β4σ1 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

0

−σ1

𝑑𝑠𝑑𝜃 

+β5σ2 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

0

−σ2

𝑑𝑠𝑑𝜃 + β6σ21 ∫ ∫ 𝑒2𝑘(𝑠)
0

θ

−σ1

−σ2

𝑑𝑠𝑑𝜃 

+γ(1 + |𝑝|)2] 𝑚𝑎𝑥{||𝑥||
𝑠

2
, ||𝑥̇||

𝑙

2
} 

ดังนั้น 𝑉(0) ≤ [𝑞
1
(1 + |𝑝|)2 + α1τ1 + α2τ2 + α3τ21 + β

1
σ1 + β

2
σ2 + β

3
σ21 +

α4

τ1
3

2
+ α5

τ2
3

2
+ α6

τ21
3

2
+ β

4

σ1
3

2
+ β

5

σ2
3

2
+ β

6

σ21
3

2
+ γ(1 + |𝑝|)2] 𝑚𝑎𝑥{||𝑥||

𝑠

2
, ||𝑥̇||

𝑙

2
} 

= ∆max {||𝑥||𝑠
2, ||𝑥̇||

𝑙

2
} 

= ∆ 𝑀 

นั่นคือ  𝑉(0) ≤ ∆𝑀 

เมื่อ  ∆= [𝑞1(1 + |𝑝|)2 + α1τ1 + α2τ2 + α3τ21 + β1σ1 + β2σ2 + β3σ21 + α4
τ1

3

2
+

α5
τ2

3

2
+ α6

τ21
3

2
+ β4

σ1
3

2
+ β5

σ2
3

2
+ β6

σ21
3

2
+ γ(1 + |𝑝|)2], 𝑀 = max{||𝑥||

𝑠

2
, ||𝑥̇||

𝑙

2
} 

จาก      𝑒2𝑘𝑡𝑉(𝑡)  ≤ 𝑉(𝑡) และ 𝑉6(𝑡) ≤ 𝑒2𝑘𝑡𝑉(𝑡); 𝑉6(𝑡) = γ𝑒2𝑘𝑡𝐷2 
จะได้ว่า      γ𝑒2𝑘𝑡𝐷2 ≤ ∆𝑀  

พิจารณา      ||γ𝑒2𝑘𝑡𝐷2|| ≤ ||∆𝑀|| จะได้ว่า  ||𝐷|| ≤ 𝑛𝑒−𝑘𝑡; 𝑛 = √
∆𝑀

γ
 

จาก           𝐷 = 𝑥(𝑡) + 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡)) จะได้ว่า  𝑥(𝑡) = 𝐷 − 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡)) 

นั่นคือ        ||𝑥(𝑡)|| = ||𝐷 − 𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡))|| 

≤ ||𝐷|| + ||𝑝𝑥(𝑡 − τ(𝑡))|| 

≤ 𝑛𝑒−𝑘𝑡 + |𝑝| ||𝑥(𝑡 − τ(𝑡))|| 

จากทฤษฎีบท 2.3 จะได้ว่า            ||𝑥(𝑡)|| ≤ ||𝑥0||
𝑠
𝑒−𝑘𝑡 +

𝑛

1+|𝑝|𝑒ε𝑡 ≤ 𝑁𝑒φ𝑡, 𝑡 ≥ 0 

เมื่อ           𝑁: ≡ |𝑥0|
𝑠

+
𝑛

1−|𝑝|𝑒ετ
, φ = min{𝑘, ε} 

นั่นคือ           |𝑥(𝑡)| ≤ 𝑁𝑒−𝜑𝑡, 𝑡 ≥ 0 

จากนิยาม 2.2 จะได้ว่า สมการ (2.1) มีเสถียรภาพเลขชี้กำลัง 
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4. สรุปผล 
จากทฤษฎีบท 3.2 ได้เงื่อนไขสำหรับการมีเสถียรภาพเลขชี้กำลังของสมการเชิงอนุพันธ์แบบนิวทรอล 

ที่มีตัวหน่วงเชิงเวลาที่มีจำนวนตัวแปรน้อยกว่าจำนวนตัวแปร ในเงื ่อนไขงานวิจัยของ Janejira และคณะ  
และเงื่อนไขดังกล่าวยังสามารถใช้กับตัวหน่วงเชิงเวลาที่ไม่ต่อเนื่องไดด้้วย 
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งานวิจัยฉบับนี้สำเร็จลุล่วงได้ผู้วิจัยต้องขอขอบคุณคณาจารย์ โปรแกรมวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์
และเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยราชภัฏกำแพงเพชร ที่ให้คำปรึกษา คำแนะนำ ช่วยเติมเต็มในจุดอ่อนต่าง ๆ และแก้ไข
ในส่วนที่บกพร่องจนทำให้งานวิจัยฉบับนี้สำเร็จด้วยดี 
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