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บทคัดย่อ 

 กราฟ 𝐺 จะเรียกว่าเป็นแฮมิลโทเนียนกราฟ ถ้ามีไซเคิลที่บรรจุทุกจุดในกราฟ 𝐺 และเรียกกราฟที่แต่ละ
เส้นมีน้ าหนักว่าเป็นกราฟท่ีมีน้ าหนัก ในบทความนี้ จะเป็นการศึกษาคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟท่ีมีน้ าหนักกับการหา
แฮมิลโท-เนียนไซเคิลที่น้อยที่สุด เมื่อก าหนดอย่างน้อย 1 เส้นของไซเคิล และน าไปประยุกต์ส าหรับการหาขั้นตอน
วิธีการส าหรับการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 

ค าส าคัญ: แฮมิลโทเนียนไซเคลิที่น้อยท่ีสุด/ คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ/ กราฟท่ีมีน้ าหนัก 

Abstract 
 A graph 𝐺 is said to be a Hamiltonian graph if there exists a cycle to contain every vertex 
in 𝐺 , and called graph with every edge has weight by weighted graph. In this paper, studies 
complete bipartite weighted graph with minimum Hamiltonian cycle when fixed at least one edge, 
and applied for fining the algorithm for the minimum Hamiltonian cycle on complete bipartite 
graph 𝐾4,4. 
Keywords: minimum Hamiltonian cycle / complete bipartite graph / weighted graph 

 
1. บทน า 

 ส าหรับแฮมิลโทเนียนกราฟ เริ่มตั้งแต่ปี ค.ศ. 1859 โดยเซอร์ วิลเลียม แฮมิลตัน (Sir William Hamilton 
: 1805 – 1865) ได้สร้างเกมช่ือว่าการเดินทางรอบโลก (travel around the word) โดยสร้างรูปทรงสิบสองหน้า
ปรกติ (regular dodecahedron) ซึ่งเป็นทรงที่มี 20 จุดยอดและ 30 ขอบ โดยก าหนดจุดยอดแทนด้วยช่ือเมือง
ต่างๆ โดยรูปทรงสิบสองหน้าปรกติ ส าหรับกติกาการเล่นเกมดังกล่าวคือให้ผู้เล่นเริ่มต้นจากเมืองใดเมืองหนึ่งแล้ว
เดินทางให้ครบทุกเมือง เมืองละหนึ่งครั้งเท่านั้น แล้วกลับมาอยู่ที่เมืองเดิมได้ กล่าวได้ว่าส าหรับกราฟใด ๆ จะเป็น
แฮมิลโทเนียนกราฟถ้ากราฟนั้นบรรจุไซเคิลที่บรรจุทุกจุดในกราฟ การหาเง่ือนไขความพอเพียงของการเป็นแฮมิลโท
เนียนกราฟนั้น ปัจจุบันยังเป็นปัญหาเปิดทางทฤษฎีกราฟ แต่ยังมีการให้บทนิยามโคลสเซอร์ของกราฟ ที่สามารถ
แสดงได้ว่า ส าหรับกราฟใด ๆ จะเป็นแฮมิล-โทเนียนกราฟ ก็ต่อเมื่อ โคลสเซอร์ของกราฟนั้นจะเป็นแฮมิลโทเนียน
กราฟด้วย ซึ่งผลจากทฤษฎีบทดังกล่าวนี้ยังไม่ได้ให้เง่ือนไขที่ดีพอส าหรับการเป็นแฮมิลโทเนียนกราฟอยู่ดี  ซึ่ง
นอกจากการศึกษาเง่ือนไขความพอเพียงของการเป็นแฮมิลโท-เนียนกราฟที่ยังเป็นปัญหาส าคัญทางทฤษฎีกราฟ ยัง
มีการศึกษาขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบน คอมพลีทกราฟที่มีน้ าหนัก ได้แก่ ข้ันตอนวิธี Brute 
Force ขั้นตอนวิธี Nearest Neighbor ขั้นตอนวิธี Repetitive Nearest Neighbor และ ขั้นตอนวิธี Cheapest-
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Link เป็นต้น ส าหรับขั้นตอนวิธีอื่นๆ ของสาขาทฤษฎีกราฟ ผู้อ่านสามารถศึกษาเพิ่มเติมจากเอกสารอ้างอิง ได้แก่ 
ต ารา Graph Theory with Algorithms and its Applications โดย Santanu Saha Ray 
 จากการศึกษาทฤษฎีกราฟกับการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทกราฟที่มีน้ าหนักดังกลา่ว 
ท าให้ผู้จัดท าสนใจที่จะท าการศึกษาขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลท่ีน้อยที่สุดบนคอมพลทีไบพาร์ไทต์กราฟที่
มีน้ าหนัก ซึ่งจะใช้เป็นแนวทางในการศึกษาการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนกราฟชนิดอื่น ๆ ต่อไปใน
อนาคต 

ส าหรับกราฟ (graph) 𝐺 จะหมายถึงคู่อันดับที่ประกอบด้วยเซตจ านวนสองเซตที่มีความสัมพันธ์กัน คือ 
𝐺 = (𝑉, 𝐸) โดยที่ (1) เซต 𝑉 จะเรียกว่าเซตของจุด (vertex set) ซึ่งเป็นเซตจ ากัดที่ไม่เป็นเซตว่าง เรียก 𝑣 ∈ V 

ว่าจุด (vertex) ของกราฟ 𝐺 และ (2) เซต 𝐸 จะเรียกว่าเซตของเส้น (edge set) ซึ่งเป็นเซตที่ประกอบด้วยสับ
เ ซ ต ที่ มี ส อ ง สมา ชิ ก ใ น  𝑉 ก ล่ า ว คื อ  𝑒 ∈ 𝐸 เ มื่ อ  𝑒 = {𝑢, 𝑣} ส า ห รั บบ า ง สมา ชิ ก  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 นั่ น คื อ 
𝐸  {{𝑢, 𝑣}|𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉} เรียกสมาชิก 𝑒 ∈ 𝐸 ว่าเส้น (edge) ของกราฟ 𝐺 เพื่อความสะดวกจะใช้สัญลักษณ์ 
𝑒 = 𝑢𝑣 แทน 𝑒 = {𝑢, 𝑣} เรียกล าดับของจุด 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑟 ในกราฟ 𝐺 เมื่อ 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 ∈ 𝐸 ส าหรับทุก 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑟 − 1} ว่าเป็นไซเคิล (cycle) ของกราฟ 𝐺 ถ้า 𝑣1 = 𝑣𝑟 และ 𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗 ส าหรับแต่ละ 𝑖 ≠ 𝑗 ที่ 
{𝑖, 𝑗} ≠ {1, 𝑟}  

เรียกกราฟ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ว่าเป็นไบพาร์ไทต์กราฟ (bipartite graph) ถ้า 𝑉 มีพาร์ทิชันเป็น 2 เซตคือ 𝐴 และ 
𝐵 โดยที่แต่ละ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ถ้า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 จะได้ว่า 𝑢 และ 𝑣 จะต้องอยู่ในพาร์ทิชันที่ต่างกันของ 𝑉 นั่นคือ 𝑢 ∈ 𝐴 

และ 𝑣 ∈ 𝐵 (หรือ 𝑢 ∈ 𝐵 และ 𝑣 ∈ 𝐴) โดยจะเรียก 𝐴 และ 𝐵 ว่าเป็นพาร์ไทต์เซต (partite set) ของ 𝐺 

ส าหรับไบพาร์-ไทต์กราฟ 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ที่มีพาร์ไทต์เซตคือ 𝐴 และ 𝐵 เรียกว่าเป็น คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 
(complete bipartite graph) ถ้าแต่ละ 𝑢 ∈ 𝐴 และ 𝑣 ∈ 𝐵 แล้วจะได้ว่า 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 จะใช้สัญลักษณ์ 𝐾𝑟,𝑠 แทน
คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟท่ีมี |𝐴| = 𝑟 และ |𝐵| = 𝑠 

ตัวอย่าง 1.1 ส าหรับคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 และ 𝐾4,4  จะเป็นกราฟท่ีมีแผนภาพดงัต่อไปนี ้

  
  (1) แผนภาพของคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3      (2) แผนภาพของคอมพลีทไบพาร์ไทต์
กราฟ 𝐾4,4 

ภาพที่ 1 คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 และ 𝐾4,4 

ส าหรับกราฟ 𝐺 ใด ๆ จะเรียกไซเคิล 𝐶 ว่าเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิล (Hamiltonian cycle) ของกราฟ 𝐺 ถ้า 
𝑉 เป็นไซเคิลที่บรรจุทุกจุดในกราฟ 𝐺 และจะเรียกกราฟ 𝐺 ว่าเป็นแฮมิลโทเนียนกราฟ  (Hamiltonian graph) ถ้า
กราฟ 𝐺 บรรจุแฮมิลโทเนียนไซเคิล  
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 เห็นได้ชัดวา่ ส าหรับกราฟคอมพลทีไบพาร์ไทต์กราฟจะเป็นแฮมิลโทเนียน ก็ต่อเมื่อ |𝐴| = |𝐵| ≥ 2 
เมื่อ 𝐴 และ 𝐵 เป็นพาร์ไทต์เซตของคอมพลีทไบพารไ์ทต์กราฟดังกล่าว ซึ่งจะเขียนเป็นบทตั้งไดด้ังนี้ 

บทต้ัง 1.1 ส าหรับกราฟ 𝐾𝑟,𝑠 จะบรรจุแฮมิลโทเนยีนไซเคลิ ก็ต่อเมื่อ 𝑟 = 𝑠 ≥ 2 

 นอกจากน้ี เราสามารถแสดงวิธีการหาจ านวนของแฮมลิโทเนยีนไซเคิลบนคอมพลีทไบพารไ์ทต์กราฟ ได้
ดังนี้  

บทต้ัง 1.2 ส าหรับกราฟ 𝐾𝑛,𝑛 จะมีจ านวนแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่แตกต่างกันท้ังหมด  𝑛!(𝑛−1)!

2
  ไซเคิล 

พิสูจน์  ก าหนดให้ 𝐾𝑛,𝑛 มีพาร์ไทต์กราฟเป็น 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛} และ 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛}  

  สมมุติให้ 𝑎𝑛1
, 𝑏𝑛1

, 𝑎𝑛2
, 𝑏𝑛2

, … , 𝑎𝑛𝑛
, 𝑏𝑛𝑛

, 𝑎𝑛1
 เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลบนกราฟ 𝐾𝑛,𝑛 

  จาก 𝑎𝑛1
 ประชิดกับจ านวน 𝑛 เส้นในเซต 𝐵  

   ดังนั้นจะได้ว่ามี 𝑛 วิธี ท่ีท าให้ 𝑎𝑛1
 เชื่อมกับจุด  𝑏𝑛1

 

  จาก 𝑏𝑛1
 ประชิดกับจ านวน 𝑛 − 1 เส้นในเซต 𝐴 ยกเว้น 𝑎𝑛1

  
   ดังนั้นจะได้ว่ามี 𝑛 − 1 วิธี ท่ีท าให้ 𝑏𝑛1

 เชื่อมกับจุด 𝑎𝑛2
 

  จาก 𝑎𝑛2
 ประชิดกับจ านวน 𝑛 − 1 เส้นในเซต 𝐵 ยกเว้น 𝑏𝑛1

  
   ดังนั้นจะได้ว่ามี 𝑛 − 1 วิธี ท่ีท าให้ 𝑎𝑛2

 เชื่อมกับจุด 𝑏𝑛2
 

  จาก 𝑏𝑛2
 ประชิดกับจ านวน 𝑛 − 2 เส้นในเซต 𝐴 ยกเว้น 𝑎𝑛1

 และ 𝑎𝑛2
 

   ดังนั้นจะได้ว่ามี 𝑛 − 2 วิธี ท่ีท าให้ 𝑏𝑛2
 เชื่อมกับจุด 𝑎𝑛3

 

   เมื่อด าเนินการโดยท านองเดียวกันไปจนถึงจุด 𝑎𝑛𝑛
 

  จะได้ว่า 𝑎𝑛𝑛
 ประชิดกับจ านวน 1 เส้นในเซต 𝐵 ยกเว้น 𝑎𝑛1

, 𝑎𝑛2
, … , 𝑎𝑛𝑛−1

 
   ดังนั้นจะได้ว่ามี 1 วิธี ท่ีท าให้ 𝑎𝑛𝑛

 เชื่อมกับจุด 𝑏𝑛𝑛
 

  และจะได้ว่า 𝑏𝑛𝑛
 จะมีเพียง 1 วิธี ท่ีท าให้ 𝑏𝑛1

 เชื่อมกับจุด 𝑎𝑛1
 

  เ นื่ อ ง จ า ก  𝑎𝑛1
, 𝑏𝑛1

, 𝑎𝑛2
, 𝑏𝑛2

, … , 𝑎𝑛𝑛
, 𝑏𝑛𝑛

, 𝑎𝑛1
 แ ล ะ 

𝑎𝑛1
, 𝑏𝑛𝑛

, 𝑎𝑛𝑛
, 𝑏𝑛𝑛−1

, … , 𝑎𝑛2
, 𝑏𝑛1

, 𝑎𝑛1
ต่างก็เป็นไซเคิลเดียวกัน 

  เพราะฉะนั้น จ านวนแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่แตกต่างกันท้ังหมดจะมีจ านวน  𝑛!(𝑛−1)!

2
  ไซเคิล 

 
ตัวอย่าง 1.2 กราฟ 𝐾3,3 และ 𝐾4,4 จะบรรจุแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่แตกต่างกันทั้งหมดจ านวน 3!2!

2
= 6 

ไซเคิล และจ านวน 4!3!

2
= 72 ไซเคิล ตามล าดับ  

 ส าหรับกราฟ 𝐾3,3 ที่ประกอบด้วยพาร์ไทต์เซต 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} และ 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3}   

 
ภาพที่ 2 คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 

จะบรรจุแฮมิลโทเนียนไซเคลิที่แตกต่างกันท้ังหมดดังแผนภาพต่อไปนี้ 

Th
e 5

th 
Ka

mph
ae

ng
 Ph

et 
Ra

jab
ha

t U
niv

erc
ity

 

Na
tio

na
l C

on
fer

en
ce



293 
  

 

 

 
ภาพที่ 3 แฮมิลโทเนียนไซเคลิที่แตกต่างกันท้ังหมดบน 𝐾3,3 

ส าหรับกราฟ 𝐺 จะเรียก ว่าเป็นกราฟท่ีมีน้ าหนัก (weighted graph) ถ้ามีฟังก์ชัน 𝑤: 𝐸 → 𝑅 นั่นคือ ส าหรบั
แต่ละ 𝑒 ∈ 𝐸 จะได้ 𝑤(𝑒) = k เมื่อ 𝑘 ∈ 𝑅 ถ้า 𝐻 เป็นสับกราฟของกราฟท่ีมีน้ าหนัก 𝐺 แล้วจะเรียก 

𝑤(𝐻) = ∑ 𝑤(𝑒)

𝑒∈𝐸(𝐻)

 

ว่าเป็น น้ าหนัก (weight) ของกราฟ 𝐻 

 ส าหรับบทนิยาม ทฤษฎีบท และตัวอย่างอื่น ๆ ของทฤษฎีกราฟที่ไม่ได้กล่าวไว้ในบทความนี้ ผู้อ่าน
สามารถศึกษาเพิ่มเติมไดจ้ากหนังสือ ทฤษฎีกราฟเบื้องต้น โดยนิรุตติ์ พิพรรธนจินดา หรือจากต าราต่างประเทศเรือ่ง 
Introduction to Graph Theory โดย Robin J. Wilson ตามที่ได้อ้างอิงไว้ในส่วนท้ายของบทความ  

2. การหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 

 อันดับแรกจะก าหนดสัญลักษณ์ของจุด เส้น และน้ าหนักของแต่ละเส้น ของคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟท่ีมี
น้ าหนัก ดังนี ้

บทนิยาม 2.1  ให้ 𝐾𝑛,𝑛  เป็นคอมพลีทไบพารไ์ทต์กราฟท่ีประกอบด้วยพารไ์ทต์เซต 𝐴 =

{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛} และ 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛} จะก าหนดสญัลักษณ์ของเสน้ 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐸(𝐾𝑛,𝑛) ด้วย 𝑒𝑖𝑗 
และมีน้ าหนักคือ 𝑤(𝑒𝑖𝑗) = 𝑤𝑖𝑗  

 ส าหรับคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 ที่มีน้ าหนักเป็นจ านวนจริง แล้วขั้นตอนวิธีการต่อไปนี้ จะท าให้ได้
แฮมิลโท-เนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักนอ้ยท่ีสุดใน 𝐾3,3  
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ทฤษฎีบท 2.1 ให้ 𝑒1𝑖, 𝑒2𝑗, 𝑒3𝑘 ∈ 𝐸(𝐾3,3) โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 ถ้า 𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘 =

max{𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘|𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘} แล้ว 𝐾3,3 − {𝑒1𝑖, 𝑒2𝑗, 𝑒3𝑘} จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อย
ที่สุดบน 𝐾3,3  

พิสูจน์  เนื่องจากแต่ละจุด 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 จะมีดีกรเีป็น 3 ดังนั้นแฮมิลโทเนียนไซเคลิบน 𝐾3,3 จึงหมายถึงการตดัเส้น 
𝑒1𝑖, 𝑒2𝑗, 𝑒3𝑘 โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 ออกจากกราฟ 𝐾3,3 
  เพราะฉะนั้น เพื่อให้ได้แฮมลิโทเนยีนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สุด จะได้ว่าจะต้องด าเนินการตัด
เส้น 𝑒1𝑖, 𝑒2𝑗, 𝑒3𝑘 โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘  ที่มีผลรวมของน้ าหนักมากที่สุดของกราฟ 𝐾3,3 

ตัวอย่าง 2.1 ให ้𝐾3,3 เป็นคอมพลีทไบพารไ์ทต์กราฟท่ีมีน้ าหนักตามแผนภาพดา้นล่าง  

 
ภาพที่ 3 คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟท่ีมีน้ าหนัก 𝐾3,3  

จะได้วิธีการหาแฮมลิโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สดุใน 𝐾3,3 ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 
ดังต่อไปนี ้

 พิจารณา 𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘  โดยที่  𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 

 จาก  𝑤11 + 𝑤22 + 𝑤33 = 6 + 3 + 1 = 10 
   𝑤11 + 𝑤23 + 𝑤32 = 6 + 6 + 9 = 21 
   𝑤12 + 𝑤21 + 𝑤33 = 9 + 4 + 1 = 14 
   𝑤12 + 𝑤23 + 𝑤31 = 9 + 6 + 7 = 22 
   𝑤13 + 𝑤21 + 𝑤32 = 2 + 4 + 9 = 15 
   𝑤13 + 𝑤22 + 𝑤31 = 2 + 3 + 7 = 12 

 จะไดผ้ลรวมน้ าหนักมากท่ีสดุ คือ 𝑤12 + 𝑤23 + 𝑤31 = 9 + 6 + 7 = 22 
 

 ดังนั้นแฮมลิโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดบน 𝐾3,3 คือ 𝐾3,3 − {𝑒12 + 𝑒23 + 𝑒31} ซึ่ง
 𝑤(𝐾3,3) = 25 ดังภาพ Th
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ภาพที่ 5 แฮมิลโทเนียนไซเคลิที่มนี้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾3,3 

 ส าหรับเนื้อหาท่ีจะกล่าวถึงต่อไป จะก าหนดให้ {𝑎𝑟, 𝑏𝑠}  หมายถึงเซตของจุด 𝑎𝑟   และ  𝑏𝑠   ในกราฟ 
𝐾𝑛,𝑛  

ทฤษฎีบท 2.2 ส าหรับ 𝑎𝑟, 𝑏𝑠 ∈ 𝑉(𝐾𝑛,𝑛) ให ้𝐶 เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 
𝐾𝑛−1,𝑛−1 = 𝐾𝑛,𝑛 − {𝑎𝑟, 𝑏𝑠}  ถ้า 𝐶′  เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคลิใน 𝐾𝑛,𝑛  โดยที่ 𝐶′ = 𝐶 ∪ 𝑃𝜖 + 𝑊𝜖 เมื่อ 

1. 𝑃𝜖 เป็นพาธ 𝑃1 ที่บรรจุจ านวน 1 เส้นคอื 𝑒𝑟𝑠  
2. 𝑊𝜖 = {𝑒𝑟ℎ , 𝑒𝑘𝑠} − {𝑒𝑘ℎ} เมื่อ 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤𝑘ℎ = min{𝑤𝑟𝑖 + 𝑤𝑗𝑠 − 𝑤𝑖𝑗|𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝑉(𝐶)} 

แล้ว 𝐶′  จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠 
พิสูจน์  สมมุติว่า 𝐶′  ไม่เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠  
  จะได้ว่าจะต้องมี 𝐶′′  ที่เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠 
  นั่นคือ 𝐶′′ = 𝐶 ∪ 𝑃𝜖 + 𝑊𝜖′ เมื่อ 𝑊𝜖′ = {𝑒𝑟ℎ′, 𝑒𝑘′𝑠} − {𝑒𝑘′ℎ′} เมื่อ 𝑤𝑟ℎ′ + 𝑤𝑘′𝑠 −

𝑤𝑘′ℎ′ > 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤𝑘ℎ (∗) 
  จาก 𝑤(𝐶′′) < 𝑤(𝐶′) 
  จะได้ 𝑤(𝐶) + 𝑤𝑟𝑠 + 𝑤𝑟ℎ′ + 𝑤𝑘′𝑠 − 𝑤𝑘′ℎ′ <  𝑤(𝐶) + 𝑤𝑟𝑠 + 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 −

𝑤ℎ𝑘 
  นั่นคือ 𝑤𝑟ℎ′ + 𝑤𝑘′𝑠 − 𝑤𝑘′ℎ′ <  𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤ℎ𝑘 ซึ่งเกิดการขัดแย้งกับ (∗) 
  เพราะฉะนั้น 𝐶′  จะเป็นแฮมลิโทเนยีนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยทีสุ่ดใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠 

 จากทฤษฎีบท 2.2 จะได้ว่าบทแทรก 2.1 และ 2.2 ต่อไปนี้เป็นจริง 

บทแทรก 2.1 ส าหรับ 𝑎𝑟, 𝑏𝑠 ∈ 𝑉(𝐾𝑛,𝑛) ให ้𝐶 เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 
𝐾𝑛−1,𝑛−1 = 𝐾𝑛,𝑛 − {𝑎𝑟, 𝑏𝑠}  คือ 𝑚   ถ้า 𝐶′  เป็นแฮมิลโทเนยีนไซเคลิใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠 แล้ว 𝐶′ จะมี
น้ าหนักคือ 𝑤(𝐶) + 𝑤𝑟𝑠 + 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤ℎ𝑘 

บทแทรก 2.2 ส าหรับ 𝑎𝑟, 𝑏𝑠 ∈ 𝑉(𝐾𝑛,𝑛) ให ้𝐶 เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 
𝐾𝑛−1,𝑛−1 = 𝐾𝑛,𝑛 − {𝑎𝑟, 𝑏𝑠}  ถ้า 𝐶′  เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคลิใน 𝐾𝑛,𝑛  โดยที่ 𝐶′ = 𝐶 ∪ 𝑃𝜖 + 𝑊𝜖 เมื่อ 

1. 𝑃𝜖 เป็นพาธ 𝑃1 ที่บรรจุจ านวน 1 เส้นคอื 𝑒𝑟𝑠  
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2. 𝑊𝜖 = {𝑒𝑟ℎ , 𝑒𝑘𝑠} − {𝑒ℎ𝑘} เมื่อ 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤ℎ𝑘 = min{𝑤𝑟𝑖 + 𝑤𝑗𝑠 − 𝑤𝑖𝑗  | 𝑒𝑖𝑗 ∈

𝑉(𝐶), 𝑖 ≠ 𝑡 } 
แล้ว 𝐶′  จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 𝐾𝑛,𝑛  ที่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑠 แต่ไม่บรรจุเส้น 𝑒𝑟𝑡 

 เราสามารถแสดงการหาแฮมิลโทเนยีนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดใน 𝐾3,3 ที่บรรจุเส้น 𝑒11 ตามวิธีการที่
กล่าวไว้ในทฤษฎีบท 2.2 ได้ ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

ตัวอย่าง 2.2  ส าหรับคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 ที่มีน้ าหนักตามตัวอย่างที่ 2.1  
จะได้วิธีการหาแฮมลิโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สดุใน 𝐾3,3 และบรรจุเส้น 𝑒11 ตามขั้นตอนวิธีการใน

ทฤษฎีบท 2.2 ดังต่อไปนี้ 
เลือกเส้น 𝑒11 ที่ซึ่ง 𝑤(𝑒11) = 6 จะได้ เส้น 𝑒11  และกราฟ 𝐾3,3 − {𝑒12, 𝑒13} ดังภาพ 

 
ภาพที่ 6 กราฟ 𝐾3,3 − {𝑒12, 𝑒13} 

 พิจารณา 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤ℎ𝑘 

 จาก  𝑤12 + 𝑤21 − 𝑤22 = 9 + 4 − 3 = 10 
   𝑤13 + 𝑤21 − 𝑤23 = 2 + 4 − 6 = 0 
   𝑤12 + 𝑤31 − 𝑤32 = 9 + 7 − 9 = 7 
   𝑤13 + 𝑤31 − 𝑤33 = 2 + 7 − 1 = 8 

 จะไดค้่าน้ าหนักน้อยท่ีสดุ คือ 𝑤13 + 𝑤21 − 𝑤23 = 2 + 4 − 6 = 0 
  ดังนั้นจะได้ไซเคิล 𝐶 ที่เป็นแฮมลิโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสดุบน 𝐾3,3 ที่บรรจุเส้น 𝑒11 
ที่มี 𝑤(𝐶) = 25 ดังภาพ 

   
ภาพที่ 7 แฮมิลโทเนียนไซเคลิ 𝐶 ที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾3,3 ที่บรรจุเสน้ 𝑒11 

นอกจากน้ี ยังได้ว่าเมื่อหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดใน 𝐾3,3 และบรรจุเส้น 𝑒12 แต่ไม่บรรจุ
เส้น 𝑒11 ตามขั้นตอนวิธีการในบทแทรก 2.2 ดังต่อไปนี ้

เลือกเส้น 𝑒12 ที่ซึ่ง 𝑤(𝑒12) = 9 
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ภาพที่ 8 เลือกเส้น 𝑒12 

จะไดเ้ส้น 𝑒12  และกราฟ  𝐾3,3 − {𝑎1, 𝑏2} ดังภาพ 
 

 
ภาพที่ 9 กราฟ  𝐾3,3 − {𝑎1, 𝑏2} 

 
พิจารณา 𝑤𝑟ℎ + 𝑤𝑘𝑠 − 𝑤ℎ𝑘 เมื่อ ℎ ≠ 1 

จะได ้ 𝑤13 + 𝑤22 − 𝑤23 = 2 + 3 − 6 = −1  และ  𝑤13 + 𝑤32 − 𝑤33 = 2 + 9 − 1 =

10 

 เลือกค่าน้ าหนักน้อยท่ีสุด คือ 𝑤13 + 𝑤22 − 𝑤21 = 2 + 3 − 6 = −1 
 จะไดไ้ซเคิล 𝐶′ ที่เป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดใน 𝐾3,3 และบรรจุเส้น 𝑒12 แต่ไม่บรรจุ
เส้น 𝑒11 ที่มี 𝑤(𝐶′) = 26 ดังภาพ 

   
ภาพที่ 10 แฮมิลโทเนียนไซเคลิ 𝐶′ ที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾3,3 ที่บรรจุเส้น 𝑒12 แต่ไม่บรรจุเส้น 𝑒11 

เพราะฉะนั้น แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾3,3 คือไซเคิล 𝐶 ซึ่งมีน้ าหนักคือ 25  

3. ขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4  

 ส าหรับหัวข้อนี้ จะแสดงขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 
𝐾4,4 ซึ่งเป็นข้ันตอนท่ีได้จากการศึกษาการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟในหัวข้อ
ที่ผ่านมา 
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ขั้นตอนวิธกีารหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 

ส าหรับคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ  𝐾4,4 ที่ประกอบด้วยพาร์ไทต์เซต 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} และ 
𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4} จะก าหนดสัญลักษณ์ของเส้น 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐸(𝐾𝑛,𝑛) ด้วย 𝑒𝑖𝑗 และมีน้ าหนักคือ 𝑤(𝑒𝑖𝑗) =

𝑤𝑖𝑗 จะได้ว่าขั้นตอนวิธีต่อไปนี้ จะท าให้ได้แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ  
ส าหรับแต่ละ 𝑘 = 1,2,3 จะได้ 
1. หาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾3,3 = 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏𝑘} ที่ได้ตาม

ขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 
2. หาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒1𝑘 แต่ไม่บรรจุเสน้ 

𝑒1𝑖 เมื่อ 𝑖 < 𝑘 ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.2 และ บทแทรก 2.2  
3. เมื่อด าเนินการครบทุกค่าของ 𝑘 = 1,2,3 จะได้แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์

ไทต์-กราฟ 𝐾4,4 คือแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดในข้อ 2 

ทฤษฎีบท 3.1 แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่ได้จากขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบ
พาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุด 
พิสูจน์  จากทฤษฎีบท 2.2 และ บทแทรก 2.2 จะได้ว่าขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอม
พลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 ในขั้นตอนที่ 1 และ 2 ท าให้เกิดแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์
ไ ท ต์ - ก ร า ฟ  𝐾4,4 ที่ บ ร ร จุ คู่ ข อ ง เ ส้ น  {𝑒11, 𝑒12}, {𝑒11, 𝑒13}, {𝑒11, 𝑒14}, {𝑒12, 𝑒13}, {𝑒12, 𝑒14} แ ล ะ 
{𝑒13, 𝑒14} ตามล าดับ ซึ่งครบทุกกรณีของแฮมิลโทเนียนไซเคิลใน 𝐾4,4 

  เพราะฉะนั้น แฮมลิโทเนียนไซเคิลท่ีน้อยที่สุดในข้อ 2 จึงเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสดุบน
คอมพลีทไบ-พารไ์ทต์กราฟ 𝐾4,4 

ตัวอย่าง 3.1 ให ้𝐾4,4 เป็นคอมพลีทไบพารไ์ทต์กราฟท่ีมีน้ าหนักตามแผนภาพดา้นล่าง  

 
ภาพที่ 11 คอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟท่ีมีน้ าหนัก 𝐾4,4  

 
จะได้วิธีการหาแฮมลิโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สดุใน 𝐾4,4 และบรรจุเส้น 𝑒11 ตามขัน้ตอนขัน้ตอน

วิธีการหาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝑲𝟒,𝟒 ดังต่อไปนี้ 
(1) ส าหรับ 𝑘 = 1 จะได้เส้น 𝑒11  และกราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏1}  ดังภาพ 
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ภาพที่ 12 กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏1} 

พิจารณา 𝑤2𝑖 + 𝑤3𝑗 + 𝑤4𝑘  โดยที่  𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 

จาก 𝑤24 + 𝑤33 + 𝑤42 = 22 คือผลรวมน้ าหนักมากทีสุ่ด จะไดแ้ฮมิลโทเนียนไซเคลิที่น้อยท่ีสดุ
บนคอมพลีท-ไบพารไ์ทต์กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏1}  ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 กับเส้น 𝑒11 ดังภาพ 

 
ภาพที่ 13 แฮมิลโทเนียนไซเคลิทีน่้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพารไ์ทตก์ราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏1}   

และจาก 𝑤12 + 𝑤31 − 𝑤32 = −1  เป็นค่าน้ าหนักน้อยท่ีสุด 
 ดังนั้นจะได้ไซเคิล 𝐶1 จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒11 ที่มี 
𝑤(C1) = 28 ก าหนดให้เป็น (∗) ดังภาพ 

 
ภาพที่ 14 แฮมิลโทเนียนไซเคลิ 𝐶1 ที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒11 

  
Th

e 5
th 

Ka
mph

ae
ng

 Ph
et 

Ra
jab

ha
t U

niv
erc

ity
 

Na
tio

na
l C

on
fer

en
ce



300 
  

(2) ส าหรับ 𝑘 = 2 จะไดเ้ส้น 𝑒12  และกราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏2}  ดังภาพ 
 

 
ภาพที่ 15 กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏2}   

พิจารณา 𝑤2𝑖 + 𝑤3𝑗 + 𝑤4𝑘  โดยที่  𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 

จาก 𝑤21 + 𝑤34 + 𝑤43 = 18  คือผลรวมน้ าหนักมากทีสุ่ด จะไดแ้ฮมิลโทเนียนไซเคลิที่น้อยท่ีสดุ
บนคอมพลีท-ไบพารไ์ทต์กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏2}  ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 กับเส้น 𝑒12 ดังภาพ 

 
ภาพที่ 16 แฮมิลโทเนียนไซเคลิทีน่้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพารไ์ทตก์ราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏2} 

และจาก 𝑤14 + 𝑤22 − 𝑤24 = −2  เป็นค่าน้ าหนักน้อยท่ีสุด 
 ดังนั้นจะได้ไซเคิล 𝐶2 จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒12 แต่ไม่
บรรจุเส้น 𝑒11 ที่มี 𝑤(C2) = 23  ก าหนดใหเ้ป็น (∗∗) ดงัภาพ 

 
ภาพที่ 17 แฮมิลโทเนยีนไซเคิล 𝐶2 ที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒12 แต่ไม่บรรจุเส้น 𝑒11 

(3) ส าหรับ 𝑘 = 3 จะไดเ้ส้น 𝑒13  และกราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏3}  ดังภาพ 

 
ภาพที่ 18 กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏3}   

พิจารณา 𝑤2𝑖 + 𝑤3𝑗 + 𝑤4𝑘  โดยที่  𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘 
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จาก 𝑤21 + 𝑤34 + 𝑤42 = 19  คือผลรวมน้ าหนักมากทีสุ่ด จะไดแ้ฮมิลโทเนียนไซเคลิที่น้อยที่สดุ
บนคอมพลีท-ไบพารไ์ทต์กราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏3}  ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 กับเส้น 𝑒13 ดังภาพ 

 
ภาพที่ 19 แฮมิลโทเนียนไซเคลิทีน่้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพารไ์ทตก์ราฟ 𝐾4,4 − {𝑎1, 𝑏3}   

และจาก 𝑤14 + 𝑤23 − 𝑤24 = −1  เป็นค่าน้ าหนักน้อยท่ีสุด 
 ดังนั้นจะได้ไซเคิล 𝐶3 จะเป็นแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒13 แต่ไม่
บรรจุเส้น 𝑒11 และ 𝑒12 ที่มี 𝑤(C3) = 28  ก าหนดให้เป็น (∗∗∗) ดังภาพ 

 
ภาพที่ 20 แฮมิลโทเนยีนไซเคิล 𝐶3 ที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น  𝑒13  

แต่ไม่บรรจเุส้น 𝑒11 และ 𝑒12 

เพราะฉะนั้น โดย (∗), (∗∗) และ (∗∗∗) จะได้ว่าแฮมิลโทเนียนไซเคลิที่มีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾4,4  คือ 
ไซเคลิ 𝐶2 ซึ่งมีน้ าหนักคือ 23 ดังภาพที่ 21 

  
ภาพที่ 21 แฮมิลโทเนียนไซเคลิทีม่ีน้ าหนักน้อยที่สุดบน 𝐾4,4 

4. บทสรุป 
 ในบทความนีไ้ด้แสดงขั้นตอนวิธีส าหรับการหาแฮมิลโทเนียนไซเคลิที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพารไ์ทต์
กราฟ 𝐾4,4  ซึ่งนอกจากขั้นตอนวิธีดังกล่าว ยังประกอบด้วยองค์ความรูต้า่ง ๆ ท่ีส าคัญ ต่อไปนี ้
 1. จ านวนแฮมิลโทเนียนไซเคลิที่แตกต่างกันของกราฟ 𝐾𝑛,𝑛 จะมีทั้งหมด  𝑛!(𝑛−1)!

2
  ไซเคิล  

 2. ให้ 𝑒1𝑖, 𝑒2𝑗 , 𝑒3𝑘 ∈ 𝐸(𝐾3,3) โดยที่ 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘  
ถ้า 𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘 = max{𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘|𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘} แล้ว 𝐾3,3 − {𝑒1𝑖 , 𝑒2𝑗, 𝑒3𝑘} จะ
เป็นแฮ-มลิโทเนียนไซเคิลที่มีน้ าหนักน้อยท่ีสุดบน 𝐾3,3  
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 3. ส าหรับคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 ที่ประกอบด้วยพาร์ไทต์เซต 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} และ 
𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4} จะก าหนดสัญลักษณ์ของเส้น 𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝐸(𝐾𝑛,𝑛) ด้วย 𝑒𝑖𝑗 และมีน้ าหนักคือ 𝑤(𝑒𝑖𝑗) =

𝑤𝑖𝑗 จะได้ว่าขั้นตอนวิธีต่อไปนี้ จะท าให้ได้แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ  
  ส าหรับแต่ละ 𝑘 = 1,2,3 จะได้ 
  3.1 หาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ  𝐾3,3 = 𝐾4,4 −

{𝑎1, 𝑏𝑘} ที่ได้ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.1 
  3.2 หาแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟ 𝐾4,4 ที่บรรจุเส้น 𝑒1𝑘 แต่

ไม่บรรจุเส้น 𝑒1𝑖  เมื่อ 𝑖 < 𝑘 ตามขั้นตอนวิธีการในทฤษฎีบท 2.2 และ บทแทรก 2.2  
  3.3 เมื่อด าเนินการครบทุกค่าของ 𝑘 = 1,2,3 จะได้แฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยที่สุดบนคอม
พลีทไบพาร์-ไทต์กราฟ 𝐾4,4 คือแฮมิลโทเนียนไซเคิลที่น้อยท่ีสุดในข้อ 2 

 ซึ่งจากผลการศึกษาข้างต้น ผู้อ่านสามารถใช้เป็นแนวทางส าหรับการหาขั้นตอนวิธีการหาแฮมิลโทเนียน
ไซเคิลที่น้อยท่ีสุดบนคอมพลีทไบพาร์ไทต์กราฟตั้งแต่ 𝐾5,5 ขึ้นไปได้ 
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